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Este libro ha sido escrito basado en las experiencias de la labor docente en las dife-
rentes umversndades del pais, dirigido principalmente a estudiantes de pre- grado de
las facultades de menmas comerciales y afines, que va servir como matenal de con-
sulta.

La preocupacién de determinar los modelos matematicos que describen los fenéme-
nos comerciales, es siempre y sera el reto de la ciencia, esto con el fin de dar res-
puesta a muchos problemas que agobian a la sociedad y que sirven de base para el
desarrollo econémico, en este sentido este libro titulado “Modelos Funcionales y Apli-
caciones Diferenciales”, pensamos que es la base fundamental para dar inicio con el
estudio de la Mateméhca aplicada.

Se consideran en el presente texto cinco capitulos que son:

‘Capitulo 1, trata de las funciones reales donde se estudia desde lo que es un par or-
denado y luego se define una relacion real para luego definir una funcién real. Se con-
sideran las funciones especiales asi como se analizan las funciones trascendentales.

Capitulo 2, trata de las aplicaciones de fas funciones a problemas comerciales, se de-
fine las funciones costo, ingreso, utilidad se analiza el equilibrio de mercado a si como
la ley de la oferta y demanda y los impuesto sobre el punto de equilibrio de mercado.

Capitulo 3, trata del algebra de funciones,'sé estudia los tipos de funciones y se anali-
za las funciones inversas.

Capitulo 4, trata de la derivada de funciones reales, las propiedades operacionales de
la derivada, derivada de funciones especiales y las derivadas de orden superior.

Capitulo 5, trata de las aplicaciones de la derivada a rectas tangentes, angulo entre
curvas a maximos y minimos donde se estudia los extremos relativos de una funcién
real, a si como los puntos de inflexion, para terminar en la elasticidad de la demanda y
sus aplicaciones a fenémenos comerciales. :

El prop6sito de este libro es ayudar al estudiante a entender, apreciar y analizar la ma-
temética aplicada, para ello se consideran una serie de ejercicios de aplicacion pro-
puestos, esto con la finalidad de inquietar al lector de iniciar este reto para lo cual se
presentan las definiciones basicas y-las proposiciones necesarias que nos permitira
entender el mundo abstracto de la naturaleza.

Los Autores
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-Modelos Funciénalés

CAPITULO 1
FUNCIONES

1.1. INTRODUCCION.-
111 PARORDENADO.

Sea los e’Igmentos ay b, se denomina par orydvenado; de los
elementos denotado por (a, b) al conjunto formado por:

(a,b)={{a}, {ab}}

Donde a, se conoce como el primer componente o primer
elemento, y b, como el segundo componente o elemento. -

1.1.2  IGUALDAD DE PARES ORDENADOS.
\

Dos pares ordenados (a, b) y (c, d) son iguales si_sus

respectivos com ponentes son iguales.
o * (a,b)=(c,d)<> a=c A b=d
Ejemplo. v ) . o
Si se tiene que (2x +Y, 1) = (3,2x - y), calcular el valor de x e y.
Para resolver, tenemos por igualdad de pares ordenados que:

2x+y=3
2x-y=1
4x=4—>x=1

De donde setieneque 2+y=3 > y=1
‘ (x y)=(1,1)
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1.1.3° PRODUCTO CARTESIANO.

Dados dos "conjuntos ‘no nulos A y B, el producto
cartesiano A x B se define como el conjunto formado por
todos los pares ordenados, en donde los primeros
elementos son del conjunto Ay los segundos elementos
son del conjunto B.
i.e.

AxB={(a,b)/acA A beB}

Ejemplo.
Sean los conjuntos defi mdos por A={1,2,3} y B= {a, b},
entonces tenemos

AxB ={(1,a)(1,b),(2,a)(2,b),(3,a)(3,b)}

- BxA={(3,1)(a2)(a,3)(b,1),(6,2)(b,3)

Si A=B=R, es el conjunto de los nimeros reales, entonces
AxB=R%el cual se denomina plano cartesiano real.

Para realizar el diagrama gréfico de un producto
cartesiano se puede utilizar el diagrama de arbol, la tabla de doble
entrada o en un sistema de ejes coordenados donde el eje
horizontal se considera los elementos del conjunto de partida A y
en el eje vertical los elementos del conjunto de Ilegada B,
separados en espacios igualmente espaciados. -

El producto cartesiano “AXB = {(La)(L,b);(2,a)(2,b),(3,2)(3,b)}
podemos representar como un diagrama de arbol, tabla de doble
entrada y diagrama cartesiano como: : :
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Diagralha de drbol
A B AB
~ (1,2)
I /ﬁ 2,2)
’ ' (3.2
(1,b)
(2,b)

-Tabla de doble ent(ada

AB a b

112 @b

2 |@a) (2,b)

3 1Ga  @3h)

S Diagrama Cartesiano
'b (1,b) 2b) @3
N B ¢--""-T--c | SR
a Ao __l.. fr-mmmcmmn 3
(ay  Qa) 3.t

[\
(U8 ]
b\
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Observacién.
1.-Si A=Bentonces AXB=AxA=A?

o 2. AxB;thA

1.1.4 RELACION.

DEFINICION.- Sea A y B dos conjuntos no nulos, un conjunto it de
pares ordenados definido de A en B, se llama relacién binaria de
"AenB, siysolosi Res un subconjunto del producto cartesiano
AxB conjuntamente una propiedad P(x,y)  AxB que caracteriza a -
la relacion. :

i.e. C ; 7
N es una Relacionde Aen B < R c AxB
Ejemplo .- :

* Sea los conjuntos A= {1, 2,3}, B={a, b}
Entonces ) _
R= {(1,b),(2,a)(3,a)} es una relacién de A en B.

Si la relacién R estd definido de R en R, la relacién se denomina
relacion real.

Ejemplo. : k22
1.- La relacion definida por / \\
R={(xy)eRY/ ¥ +y* =1}

Representa la grafica a una J\ " /1

cnrcunferencaa unitaria con -
centro en el origen.
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2-Ry={(xy)eRY/x*+y* <1}

representa el conjunto de

puntos del interior de la
circunferencia unitaria , los

punto de la frontera es decir |- / ///’{ = >
los puntos que pertenecen a la / ¥ /// / ,// :
circunferencia del ejemplo [~

/... ...........

anterior no pertenecen ala 77 i
relaciéon R, '

I. EJERCICIOS

Aplicaciones de relaciones definidas.en el conjunto de los ‘
niimeros reales | |
- 1.- Sea los conjuntos definidos por:
A= {02345} y B={-10,3,4,5,6}.
Determinar todo los elementos de las snguuentes relaciones.
Ri={{xy) e AxB/y=x+1}
Rz={(xy) e BxA/ x+y=5}
Rs={(xyye AxB/x=y}
Re={(xy) € AXA/ x=y*}
Rs={(x,y) e/BxB/x—y+2=‘0}
Re={(xy) e AxB/y=x"}
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2.-Trazar la grafica y determinar el domlmo y rango de las .
siguientes relacnones

m1‘= {(xy)eRY ¥ =y*>1}
R, = {(xy)eRY x* +y* + 4x -2y +5<0}

Ry = {()_(,y)eRZ"/.x2 +yb2 - 4x+1 <0}
_2R4 = {(x,y)eRz/ X+ y x> Oi |
s = {(xy)<RY y? + 12x -6y +45 <0}
Re = {(x,y)ele/ x* + 8k + 16y > 0}
R, = {(xy)<RY 4¢-12x-2ly -5 <0}
iRg '= {(;(,y)%‘e’ ﬁi/ ' yi + 12x - 6y + 745' > 0} '
‘.Rg ={(x,y)eR?/ 16X + 25y%+ 64x + 50y -—311<0} |
‘Rm = {(x,y)eRz/ X’ + 4y + 6x=16y+9>0}
.9 mu —{(x,y)e RZ/ 25x +9y 200x+90y+400<0}
B {(xy)eRY/ x* - ay*+ 6x+32y -59 <0}
R15={(x,y) €R*/25x2-144y*-160x-720y-424450}
Rig'= {(x,y)éRz/ o - y*+ 18« -iiy -1820}

Ris = {(x,y)eRY X*-y*+4x+4y=5<0}
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3.- Graficar la regién limitada por las siguientes relacionesyi= i« ¢

1Ry <4 Xy < Ax
2_’-%{9?_1¢:X2'- 4* >y ; YS,X_" ‘
3.-911:y}+120; x2-4x2y
©oys3 ; x20.

4-R,:y _>_.x2; 2x 2y
<X .\
-'5.-911:x2+y2s‘8 s x> Y
6-M,:  Sx+10y<50

x+y 210

x>0

s

6.-?31':’} x+y$2

‘x+5y €10

-x20

, y=0
7~.-§21:.. x-y_<‘_1‘
| x <2
X+y23
x>0

y20 .
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"'1.2FUNCION

1.2.1 DEFINICION. Sea f una relacién definida de A en B. fesuna
* funcién-de A en B, si i s6lo si, para cada eleinento del conjunto de
partida A, existe a lo mas un elemento en el comunto de llegada B.

ie.
fes una funcién de A en B denotado por
- f:A—>B/y={[x), siy solo si se cumple que:

i) para algﬁn xeA,Jy e B, tal que (x,y) € f
i) Si (x,y) A (x,2z) € f entoncesy=z.

La primera condicion se denomina condncnon de exnstencua yla
segunda condicion de unicidad.

- Ejemplo 1 :
Sea los conjuntos A = {1, 2, 3}, B ={a, b} en donde se
definen las siguientes relaciones definidas de A en B:

fi={(LbL2a)Ba) f, = {(Lb),(2b)(3,b)}
H={@aLbEal  f={La)a)-

De las relaciones definidas anteriormente se pueden representar
- graficamente utilizando el diagrama sagital de la siguiente manera
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En los dlagramas sagitales se observa que las relacnones f1 , fz y f4 :
son funciones, en la funcu‘.\n faa Jpesar, de que 3eA ‘o tiene su
pareja o imagen tampOco beB tlene su pareja o pre lmagen o
que no es requisito para que sea una funcnén, sin embargo f3 NO
es una funcién debido a que 1€A tiene dos pareias que son’ a Y
‘beB, es decir, (1,a) y (1 b) efy entonces az b lo ' ’
que seaa=b. ‘ o

122 ”DOM!NIO DEUNA Funaéu.

El dominio de la funcion f, definida de A en B, denotado por
Dom(f) 6 Dy es el conjunto de todos los prlmeros componentes de
los pares ordenados de la func:én f '

Si se tiene la graﬁca dela funcié_n f, el ddhinfnidﬁdgff*es el intervalo
deterrninado en ‘elf eje x al proyecta est;»a‘,‘ grafica sobre este eje. -

1.2.3 RANGO DE UNA FuuaéN : bk
El rango de la funcién f, definida de Aen B, denotado pdr Rang(f)
6 Rs es el conjunto de “todos " los’ segundbs componentes de los -
pares ordenado de la funcnén f S o
le o R MECION FA IR AL & ] [
L Ranga') {ve Bl(x.v) ef}




: Mudcmmsimm

ot gl oz o 00 o

Si se tiene la’ grafica de la funcnén f, el rango de fesel mtervalo
‘determmado en ei eje y al proyectar esta graﬁca sobre ‘este eje.
Enel e;emﬂiol se tcene las funcwnes "'

fL={(1, b).(Z a)(&a)} ; fz {(1 b) (2 b)(3 b)} Y
fi= {(1 a),(z a)} entcnces el dominio de mda funcnén es: :

- 423}, {123} v D, =)
yelrgngqe{-z

f.ista deﬁmdo de A en A, entonces se dice que f esté
. definidaen A. :

2) s A~R entonces fesuna funac’m real cuya notac;én
o . -funcional estadadopor: .

o ERoRy= fl0)
3) Sz y = f(x) es una funcnén, entonces X se denomma‘
~ variables mdependtente yesla vanable dependrente Y.
58 lee, y tgual afdex.

4) ’f:“A——)B/ y= ﬂx), esuna apl:cac:én s:ysolo sise tumple ‘
: que: N '
... 1)V xeA,3yeB, tal que (z(,y)ef
, L") Si. (x,y) /\ (x,z){ef entoncesy = :z.,

SiD;=A, entoncesf esuna aphcaaan. o

“Una apllcacrén es una func:én pero no toda aplicac:én es
funcuin” .
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En el ejemplo f, y.f, son funciones mientras que f; es una
aplicacion y f, no es-una aplicacion puesto que existe un elemento
2 € A que na tigne pareja o imagen en B. :

5)

Para determinar el domnmo de una funcién real

~ f:R— R/y = f(x) se analiza la variacion de x, mientras parael
rango de f primeramente se despeja x, en funcnén de y

(y=gly) ) y a partir de ello de determma la variacién de la
vanabley

‘ Ejemplo

Determmar el dom|mo y rango dela func:on
y= X +1
Como en la funcién ya. estd ‘despejada’ la variable y

entonces la variacion de la variable x es x* +1 >0 de
donde se determina que el conjunto solucién.estodo R.."

11
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- Delagraficade lafunciénfmostrada. -~
R A
f\\_ ; 3 ’ 1/

\\\ 2] . ) ,".., //
N ped
\\1 J/ 53‘ '.
-3 -"2 -1 Dq 1 ? 2 3 |
i 1

o

GRAFO DE UNA Funcléiﬁ -

Bl b+$*‘1 7‘3‘: wh
Definicién.- El grafoA '
puntos (x,y)quepe" nece

Propiedad (Propledad fundamental de las funciones reales)
Una recta vert/cal intercepta la graf ca de una func:én a Io mds en
un punto.

1.24 »‘FUNCIONES MONOTONAS

Deﬁniclén - ke
1. Unafuncién f: IR - lR{/ y= f(x) esno decrecnente si dado
un xo,X; € Dy y X,<x; entonces fixo) < f(xy).
2. Una funcién f: R —> R /y=f(x) es no creciente si dado
~un XoX1 € Dry Xo<x; entonces flxo) = f(xy).
3. Una funcién f: R — R /y = f(x) es estrictamente
creciente o simplemente creciente si dado un Xo,X1EDs ¥y
Xo<xy entonces f(x,) < f(x,).

12
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4, Una funcion f: R - R/ y = f(x) es estrictamente

~ decreciente o simplemente decreciente si dado ‘un
X0 X1EDr Y Xo<xy entonces f(xo)> f(x;). .

5. Una funcion f: R —» R /y = f(x) es monétona si es
creciente o decreciente 8

Ejemplo Determinar los intervalos de creCImlento y decrecum:ento
de la siguiente funcién f(x) = X —4x +7. x
La figuraesla graﬁca def, de donde se tiene que la funcién f es:

N 15 Y- ‘ /

N

voo’ 1 2 - a sjl

Creciente parax € [2, +of y esdecrecienteen x € }-0,2]

1.24 FUNCION PARE IMPAR

Definicion.- , A
1 Una funcién f: R — R/y = f(x) se dice que es PAR si para .
todo x y -x del dominio de f se cumple que f(x) = f(-x) .

La graf ca de toda funcién par es simétrica con respecto al
efey.

2." Una funcién f:R — R/ y = f(x) se dice que es IMPAR si
para todo x y -x del dominio de f se cumple que f(-x)=-
fix).

Lagrafica de toda funcién impar es simétrica con respecto
al origen de coordenadas.

13
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Ejemplo v

Determinar cudles de las siguientes funcnones son pares o rmpares
i) “f(x)=3x*+4
ii) fix)=x*-3

iii) ﬂn;4f-3%+4x—1‘

Solucién: -
i) La funcuon f(x) = 3x* + 4 es par puesto que
f(x)=f(x) =3 +4

\\

\
AV

(3

-|2 . 0 2

En la figura se observa que la grafica de la funcién es
simétrica con respecto al eje y.

ii) La funcién f(x) =x*-3 noes una funcién par tampoc;o
es impar debido a que f(-x) = x> —3;de donde
f(-x)# -f(x)
x

]
/
r

-2

-4

14
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En la fi igura se observa que la grafica no‘es simétrica con respecto -
al origen ni-al ejey por ka tanto f no es func;on par ni tampoco es
una funciénimpar. - e TR -

i)y La funqi6n f(x) = 4%* = 3% + 4x — 1
no es una funcién par tampoco es impar debido a que
f(x) =~ 4¢ -3« - 4x~1, de donde flx)= ~fix) .~

g : i i 2 mE
: . — . 2 3

/

/|

i (v e
o -10f - -

Enla f’gura se observa que la graﬁca‘no es’ simétfica‘ con respecto .
al origen ni al eje y por lo tanto f no es funcnon par ni tampoco es
una funcnon impar. : '

xH

13  ALGUNAS FUNCIONES ESPECIALES

1.3.1 FUNCION LINEAL.- Una funcién lineal definida en R es una -
funcién que cambia a una tasa constante con respecto a su
.variable independiente.
La grafica de una funcién lineal es una linea recta cuya ecuacnén
. se expresa dela suguvente forma: /
# y mx+b "
donde m, se denomma pendlente y beslaordenadaen el ongen
f:R - R./,y; mx + b ;

15
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- 13,11 'PENDIENTE DE UNA RECTA.

_La pendiente de la una recta t ' no vertical-denotado por m, que
pasa a través de los puntos P(xz,yz) y: Q(xl,yl) esté definido por la
- relacion: _

; ; e m y.—.y]
» "y e xx
‘En la fi gura se observa que el tnangulo PRQ es recto en R y Ia
pendiente dela recta Les la tangentede la medlda del angulo de
mcllnaclén de la recta L con respecto al 618 X

.

R T

Dela ﬁgura tenemos que Tanf = ——, de donde se tiene que

Tam9 = y2 ky‘
k"x.x

8 1.3;1.2"'E'c'uch'o"N£s‘DE UNA RECrA |
kaas ecuauones de una recta toman lasslgwentes formas

R 1." Ecuacién vectorial. Sea P, un punto de la rectaly ae!v
270 vector direccional, la ecuacién vectonat de la recta L es*ta
" def?mdo por ‘

l:P'-"’LPa-rta: tER L , |
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2. Ecuacién de forma Punto Pendiente.- - Sea: Po = (X ;Ys) UN .
‘ punto de la recta-L y m su pendiente, la ecuacién de
forma Punto Pendiente, esta definido por:

Ly-yo=m(x-x,)

3. Ecuacién de forma Pendiente Ordenado.- Sea m la
pendiente de la recta L y b-la ordenada en el origen, la
~ ecuacién de forma Pendiente ordenado, estd defi mdo por
cuya ecuac:én es.
L:y=mx+b

OBSERVACION.
1. Una funcién lineal de ecuac:én L: y mx + b es:

i) Creciente sim >.0
ii) Decreciente sim <0
i) Constante o recta horizontal, si b=0
iv) Sia=1yb=0 lafuncién f es una funcién denominado
funci6n identidad ‘
. i.e f:R—> R/ y=x es una funcién identidad

N y=1(x) A

N | ag—p2a
- b4+—pb |
/ _ Cc > C
I | .

y

Vv

4.- Ecuacion general dela recta -la ecuacson general de Ia recta
tiene laforma - _ ,
L: Ax+By+C o, dondeAByCe R~

El vector dweccnonal delarectales a (B -A) yl la pendiente m es

m= A , B0
B

17
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1.3.1.3 RECTASPARALELAS S

" Dos rectas son paralelas si sus vectores dwecc:onales son también
paralelos. : o :

ie.

Sea Li:P= P +td, teRyL;:P= Q+rb, reR.
Si L;es paralelo aly entonces ﬁ es paralelo a 5

Teorema =
1.- Sea la ecuacion de las rectas L1 y=mytb y
Ly: y m2X+b
L, es paralela a L,si solo si m1=m2, y
2.- Sea la ecuacién de las rectas bty

L:P=P,+td, teR y Li:P= Q,_,+rb reR.

* Lyes paralelo a L, si y solo si a= =kb, keR
3.-Sean las ecuaciones de lasrectas. -~ . .-
Lys Agx + Bly +C;=0 Y Lo Agx + By + CZ= 0.
. Lyes paralelo a L; siy solo si A;By= A,B; "

1.3.1.4 RECTAS PERPENDICULARES

Dos rectas son perpendiculares si sus vectores dlreccmnales son
perpendiculares. :

ie. , ,

Sea L;:P=P,+td, teRy L:P=Q,+rb, reR.

SiL;es perpehdicular'a L,, entonces d es perpendicular a b

Teorema |
1-Li: y=mx+b y L:y= myx+b ;

Lies perpendicular a L, si solo si m;y = m,
2-L:P=P;+td, teRyL1 P Q,+rb, reR.son -

perpendiculares si y solo si ab=1 L
3.- Sean las ecuaciones de las rectas

Li:Ax+Biy+Ci=0 y L Axx+By+C=0.

L, es perpendicular a L, si y solo si A;A,+ B;B, = 0

18
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1.3.1.5 RECTAS COINCIDENTES
Dos rectas son congruentes sin tienen el mismo dominio y sus
gréficas correspondientes coinciden.

Teorema
Sea la ecuacidn de las rectas Ly: Ajx +Bly +C,=0 y
Ly A2X+BZY+C2 0

R L4
L, es congruente a Lz siysolosi, — = — = —

1.3.2. FUNCION CUADRATICA.
Una funcmnf R—>R/ y = f(x) es una funcnén cuadratlca si
fx) = ax 2+ bx + ¢, donde a, b, y c son constantes reales con
c#0. v
La funcién fsuempre esreducibleala forma

. f(x) = a (x-h)* + k.
donde el punto (h,k) es el vértice de Ia grafica de la funcnon
f(x) que presenta a una parabola.
La grafica de fes: '
i) paraa>0 - ii) paraa<O0

s} = f(x)
y = (%)

r
X

0

= h-----
* Y

El dominio de la funcién fes R para ambos casos yelrango de la
“funcion f es para el caso i) [k, y para el caso ii) ] o, k]

19,
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>
s

VI
L

7S

ra

PARABOLA

DEFINICION
Una parabola es el
conjunto. de todos los
puntos P del plano que
L : equidistan de una -recta
- fija Lp, llamada directriz ,
y de un punto fijo f (que
no estd en L), llamado

: , foco .
Uina pavabola

Llamaremos eje (de simetria) de la pardbola a la recta
perpendicular a la directriz L, que pasa por el foco f. Al punto
medio entre F y L lo llamaremos vértice de la pardbola (ver
Figura). ' '

20
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1.3.2.1 ECUACION CARTESIANA DE LA PARABOLA

A continuacién encontraremos analiticamente la ecuacién-de la
parabola que tiene como foco al punto F( 0; p) y como directriz
a la-recta de ecuacion y = -p. Es-facil ver que esta pardbola tiene
como vértice al origen y como eje de simetria al eje Y. Adems,
segun la definicion, P(x; y) es un punto de la pardbola si y sélo si
d(P; F) =d(P; L). .

Es decir:

JET OGP =y+p

Elevando al cuadrado ambos miembros y simplificando:
x +(y+p) -(v+p)2
x4y 2vn+p =y +2yp+p
S x*—2yp=2yp
Nos queda: x*=4yp

La ecuacién x* = 4yp se denomina forma candnica de la
ecuacién de una parabola que tiene como directriz' a la recta
horizontal L, de ecuacion y = - p; como foco F ( 0; p) , y un
- punto ‘esta sobre esta parébola si y solo si cumple con esta
ecuacion. e RN

, GRAFICA; . .
Sip> 0, la parabola se abre haciaarmiba ~ Sip<0,la parébola se abre hacia abajo

vA L YA

21
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CASO 2

De manera similar podemos ver que la forma canénica de la
ecuacion de una parabola que tiene como directriz a la recta
vertical L de ecuacién x = - p y como foco F(p; 0) es

GRAFICA: :

~Sip>0, la parabola se abre hacia la
derecha

' \ y4

 EJEMPLOS

1. Encuentre el foco y la
directriz de la parabola de

o 1
ecuacién: x = -—-y‘2

La Parabola y2 = -9x, tiene
como grafica como se
muestra en la figuray la
respuesta.se ‘puede
determinar rescnblendo la
'ecuaaén dadacomo y®=-
9x obtenemos que 4p = -9
es decir, p = -9/4. Por lo

1 4

Yi=axp

Sip <0, Iaparéboiaseabrehacua
tzquterda

y“’

kY

\\
2
\
) !
3 -2 -1 }1 1
VA
A -4
et

tanto, el foco es F(~9/4, 0) yla dlrectrlz es la recta L de ecuacion

g x=9/4.

s
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2. Determine la ecuacién de Ia pardbola con vértice (0, 0), que
- tiene al eje Y como eje de simetria y que pasa por el punto
P(-3 3) RPT

Solucién. _ . : - .
Segun ' las condiciones \ S e LA 1/
dadas, la ecuacion de la \ IRy
pardbola es de fla forma | | \ ]

X’ = 4py. Como P(-3,3) | INEEE R
estdsobrelapardbola, [ | I\| | | [ 1/
(—3)2 = 12p, es decir que N -/

= 9/12 = 3/4. Por lo 1N L L]
tanto la ecuacién de Ia NEEAN /1
parabola es: N A M

i -4 -2 [0 2 “‘
{=3y. ‘ :
. -1

CASO3

Ahora buscaremos la' forma cartesiana de la ecuacién de una
parébola con'vértice V(h, k) y directriz paralela a uno de los ejes
coordenados.

. Si la directriz es paralela al eje X y el vértice de la parabola es

= (h, k), el eje de simetria es la recta vertical x = h.

Supongamos que el foco es el punto F(h, k + p}, entonces la
directrizL dela parabola es la recta horizontal y = k- p.

P=(x, y) estd sobre la parabola siy solo si, d(P F) d(P L),
de donde se deduce que

 [Rohreaom

23
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* Si la directriz es paralela al eje Y y el vértice de la pardbola es
V = (h, k), el eje de simetria es la recta vertical y = k.
Supongamos que el foco es el punto F(h+p, k), entonces la
directriz L de la parabola es la recta horizontal x = h —p.

P=(x,y) esté sobre la parébola si y sélo si, d(P, F) =d(P, L),
de donde se deduce que:

P: (34 = 4plx-h)

1.3.3. FUNCION VALOR ABSOLUTO.-
La funcidn valor absoluto denotado por | ! esta definido por

l I:R—}R/ y= lxl donde

x ,x20
|xl={ ~

-x , x<0

El dominio y rango de la funcién es todo R cuya grafica es: |

A
»x vV

24
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Ejemplo ‘
Lagraf‘ car Ia funcién f(x) Ix 2| es:

Y

g ! ” ,’, . j—l

1.3.4. FUNCION RAfZ CUADRADA. Una funcién. |
f:R— R/ y=f(x) es una funcién cuadritica, si f(x)= «/}
con x >0 la grafica de f es: =

SN
y

&
)

0

V..

1.3.5. FUNCIéN SECCIONADA Una funcnon f. R s R/ y f(x) es
Cuna funCIon seccionada si:

(fi(x) si xe 4,

M ={f(x) sioxed,

..........
..........

25
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Donde A1M2M3m NA, = ¢y fi(x) sonfuncoones para xehA,,
i=12,3,. . ‘

El dominio de la funcion es:
Dom(f) = A; UA; UA3U.. uA..

1.3.6 . FUNCION POLINOMIAL . Una funcion f : R>R y= f(x) es
una funcién polinomial con dominioenRsi = - '

f(x)=ao+a1x+azf+a3x R +ax"
con a;constantes realesi=1,2,3,..n y 2,20
Ejemplo..
La grafica de la funcién f{x) = x*— 2 ~5x+6 es:

7 _ T

/
/
/
[
/

- [
~——l

-5

/

I

Ll ' Y,
.’

7

- 1.3.7. FUNCION RACIONAL Una funcuonf R—>R/ y= f(x) esuna
~ funcién una funcién racionalsi -
fx) = px)
q(x)

Donde, p(x) y g(x) son polinomios de la forma:
px) = ag + a1X + a’ + axX +...+ apX"
y L . )
q(x) = bo + byx + byx* + by + ...+ byX™
conqg{x)#0 ,a,#%0,bp#0

26
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Il. EJERCICIOS

i. Graficar las funciones definidas a continuacion vy
determinar su Dominio y Rango.

L Ex) =4-2¢-1%x53
2% + 2x - 4
3-x-2

4. f{x) =2-x+1

s 7=1-2B5+ 2]

6. f(x) = x> + 4x + 7

2. f(x)

3. f(x)

2 —
7. Epy e L
‘ 2x + 1
8. fx)=(x+2°-3
9. fax) = XFL
2x - 3

10.  f(x)=—Vx*+1

il. ' : x2‘—4, x<3
f(x) P

i

Xx-1,%x23
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12. 5 ,x=2
=)

\.
13, . ':r'x‘2'—4,-—,’2,‘$:x<71
- fx) = PR a
 {x¥*~-1,15x%53
\ o
14 j5+2x , X>— 3
o x) = _

15 4-%%,x<1
f(x) =<
' 2 + x? , x>1
N r » : .
16. 2x -3, x>5
£(x) =<
‘ 6 — 3x , x<5
- '.
17.- X -3, X<3
f(x) =« ‘ :
sz +1, x>3




18 sl g gm g < %<0
- £(x) ~=,* 1+%, 0<x _2
e 7 5 x>2

o N 1, "xs L5
o =qzrs —loxsz-
H’LZ' e k>2 ‘

o (" :
20. - 2—-x , |x1
- f(x) =1 o i

fx+ 1, 2<x<4
A ¥ o

22 fix=|x-24

23 fix) =4 2 .., -3<x<3
o xv2 , e3

24 Sea |a funcnén g(x) {
‘a) Tracela gréfica deg |

b) Evalué :g(0) , &(-2) v g(1)’
o) Hallar el rango deg

dy Calcular
b 2g(1) 3&(—1)
23( )+4g(2)

-2 xso
2x+1 i x>0

"2‘9, |
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ﬁ 25 ,- -Seg&h el graficode la funcién g 5

" Responder las siguientes preguntas dadas'.v
" a) hallareldomlmoyrangodeg gy 5
- b) sies posible, encontrar los sngulentes valores )
) g(-1) ") g(1) m),g(G) ) gl 3)- V).3(3) :

¢ iCudlesel maxamo vaIOr de g7 dPara qué valores de x
. ocurre el maximo valor? i
- d) ¢Cudlesel minim6 valor de g? ¢Para que valores dex

ocurre el ‘Minimo valor? :
e) Determinar los intervalos de crecnm:ento y
’ . decrecimiento
- f) ¢éEn que mten/alo la fum:lon no.crece ni, dgcrece?
g Determine la regla de correspondencua de g para el
, mtervalo donde g es lineal.
h) - Determine la regla de correspondencna para g en el
mtervalo [-6,-3[ y L3 5{ donde g es una funcién
~cuadrét1ca con vertu:es en (-6 4)y (3 0) respectlvamente

30
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26.-Se tiene la grafica de la funciéon y = f(k)

Por cada uno de las siguientes funciones abajo, trazar la grafica
que corresponda a la transformacion correcta de f.

A y=2f(x)

B) y = f(x +3)
C)  y=-f(x)

D) y=f(x)+3
E) y=-f(x)+3
F) y=f(x-3)

Il.\FUNCIONE'S PAR, IMPAR Y FUNCIONES INYECTIVA SURYECTIVA
" Y BIYECTIVA

1.- a) Siel punto (5,3) esta en la grafica de una funcién par,
écual otro punto debe estar sobre la gréfica?

‘b) Si el punto (5,3) estd en la grafica de una funcion impar,
écudl otro punto debe estar sobre la grafica?

2.- Una funcién f tiene 'su dominio en [-5,5 ] y se muestra una
parte de la grafica. '

31
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a) Completela graﬁca de fsi se sabe que esta es par. A
. b) . Complete la grafica dg f si se sabe que estd es impar.

YA

&
~

<V

7

3.- Determinar si f es par, impar o ninguna de las dos cosas . Si f es
- par o impar, aplique |a simetria para trazar su grafico.

D f)=xt ) f)=d+x
¢) f(x)= xX*—x d f(x=x3 .
e) f(x)= x*—4x f) f(x)=3+2x2+1

g) f(x)=x>+1

4.- Definir una funcién f de modo que se cumplan
simultaneamente las siguientes condiciones: -

» Dom(f)=R ‘
. > f(x)=x*-4x +7 para xe[0, + o]
> fesimpar S

5.- Sea f una funcién definida por:
fix) =) x> -2x+1 si 0<x<l
0 si 1<x<2

a) Graficar la funcién g con dominio]-2,0[U]0,2], que sea
- impary que coincida con f en el .intervalo ]0,2[.
b) Dar la regla de correspondencia para dicha funcién g.
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7.-Sea fy g dos funuones cuyas reglas de correspondencca
estan dadas por :

1) = x+1 sz —3<?c<0 , 8(x) =‘;|‘_--x'2 , 2<x< 3
I-x si 0<x<2 ]

ks [ una funcién creciente en todo su dominio?

Justificar su respuesta.

. LINEARECTA :
1. Hallar la pendiente de cada una de las rectas que pasan por
los puntos

a) A(3,-4)yB(5,2)
b) C(1/2,2) yD(6,2)
) G(1,2)y H(-2,2)

2. Escriba la ecuacién para la recta que posee las propledades
dadas: : -
a) Pasa por( 2,0 ) yla pendlente es 1

1
b) Pasa por{5,-2)yla penduente es f E

- c)Pasapor(2,5)y es paralela al eje x.
d)Pasapor(1,0)y (0,1)
" e) Pasa por(_ll) y (31) .
T 5 34
f) Pasa por (-1,3)y perpendiculara la recta L:x-2y=2
g) Encc'mt'rar la ecuacién de la‘recta que pasa por’(3 1) y
. 2 .

es perpend:cular a la recta pasa por los puntos (98 3) y
(98, -10) y

3. Hallarla ecuaciéri de la recta indicada y dibujar su grafica. .
a)Pasapor  A(2,1)yB(0,-3).
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4,

b) Pasa por £ (0, 3) con m _—.,%

c) Ordenada en el origen2 con m=4

"d) Pasa por F (0,5) con m=-2 .
Demostrar que la recta que pasa por los puntos A(E2,5) y -
B(4,1) es perpendicular a la recta que pasa por los puntos
C(-1,1) y D(3,7). L ; A

Una recta L;, pasa por los puntos A(3,2) y B(B4,6) y otra
-recta L, pasa por los puntos C(E7,1) y D(x;@6).- Hallar la

abscisa x, sabiendo que la recta L; es perpendicula.r ala

recta L;.

En el tridngulo cuyos vértices son A( 2 1) B(4 7) y C(6 —3)

Determinar:

a) Las ecuaciones de sus lados.
b) La ecuacién de la recta que pasa por eI vértice A y es

paralelo al lado opuesto BC.. ;
Determlnar la ecuaCIon de la recta que pasa por eI punto
A(2,1) ysea: 5
a) paralelay 'b) perpendlcular ala recta 4x — 2y 3

Dada el tridngulo cuyos vértices son A(- -5 ,6) y B(— i,—4) y

C(3,2). Encontrar las ecuaciones de la,s medianas y su punto
de mtersecuén

Encontrar la ecuacién de la Ilnea recta cuya pendlente es @2 y
pasa por el punto de interseccion de rectas dadas por las

~ ecuaciones: 2x+y=8 y 3x—2y=-9.
10 Hallar la_ecuacién de la recta cuya dlstanc1a al ongen del

11

12

34

sistema es 5y pasa por el punto de coordenadas A(1 7). (Dos
- soluciones). ; ,

Calcular la dlstanua de la linea recta cuya ecuacuon es
8x + 15y - 24 =0, al punto A(-2,-3).

Hallar la dlstanma comprendida entre las rectas paraIelas

3x— 4y+8—0 y 3x — 4y+9-0
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13 Ladistancia de la linea recta re'present'ada por la ecuacién
4x-3y+1=0,alpuntoPes4,sila ordenada de P es 3.
Calcular el valor de la abscisa de P.

14 - ¢Cudl de los siguientes pares de rectas son
perpendicul'ares? e B
a) x=1,y=-1
b) x+y=1, 2y- 3x=4
c) x+y=1, 1+y=x

15  Bosquejar el gréfico de |x* +xy | =0 '

IV PARABOLA

1.-Determinar la medida del angulo que forman entre si las
tangentes trazadas a la parabola P: X = 8y, trazadas desde
el punto P(-2 ,-4). :

2.-Calcular el valor de n para que larecta L:4x -y +n =0, sea
tangentealparabola P: y* = 8%, :

3.-Hal‘lar las ecuationes de las tangentes a la pardbola
P: y* = 4x, .que sean paralelas y perpendiculares a la recta
Ly=x.

4.-Hallar el radio de la cnrcuhferencna cuyo Cen;cro es el punto
P= ( 4p,0) para que sea tangente a la parabola '
P y = 4px.

5.-determinar la ecuacién de la pardbola que tiene como eje la
' recta Le: 4x — 3y + 9 = 0, sabiendo que su vértice es el punto
= (3, 7) de esta recta, y que pasa por el punto P = (5, 11).
Obtemda la ecuacién determinar las coordenadas del foco y
expresar la ecuacién de la parabola en su forma mds simple
utilizando transformacnén de coordenadas
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6.-'E>lﬁ punto medio de una cuerda de la parabola P: X = 16y és
M=(3,6). Determinar la ecuacion de la recta que
- contiene a la cuerda. .

7

7.-Hallar la ecuacién de la parébola cuyo vértice esta en el
origen de coordenadas, eje es la recta L: y = x la medida del
lado recto es 18Y2.

8.-Dado el foco f=(5,1) yel vértice V=(1,-2) de la parébola.
Hallar la ecuaci6n de la parabola. ‘

9.-Dados los puntos L=(-1,8) y R=(3,-4) extremos del lado
recto. Hallar la ecuacién de la parébola. :

_ 10 -La dlrectnz de una parébola esla recta Lx+5= 0,ysu
Vertlce es el punto V' = (0, 3). Hallar la ecuacnon de la

parabola.

11.-'la directriz de una parabola eslarectal:y-1 =0,y su foco
es el punto f= (4, -3). Hallar la ecuacién de la parabola.

12 HaIIar la ecuacnén de la tangente y normal a la parabola
:y* +2y- 4x -7=0,enelpunto de contactoT (7,5)

13. -El eje de simetria de una pardbola es la recta \
Le:2x -3y -4 =0, su foco es el punto f = (11, 6) siendo su
vértice V= (14, 8) Hallar la ecuacién de la parabola.

14.-Dado el foco f= (0 0) y directrizlarectalo:x+y+4 = 0
' Hallar la ecuacmn y los elementos de la parabola

15.-Hallar la ecuacién de la dire,ctriz y las coordehadas del foco
‘dela iparébo_la_cuy'o eje es la recta Lg: 4x - 3y =0, con vértice
~‘enV =13, 4) sabiendo que pasa por el punto
P=(2,11). N
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16.-El foco de una parabola es el punto f=(4,1) ylaecuacién
de la directriz es Lp: " x + y =17 = 0. Hallar “el vértice y la
ecuacnén ‘de la parébola.

17.- Dado el foco f= (7,5) Yel vértice V = ( 3,2) de la parébola.
Hallar las ecuaciones de la recta directriz y de la pardbola.

18. -Determmar la ecuacién de la pardbola que tiene como eje la
recta Lg: 4x - 3y + 9= 0, sabiendo que su'vértice es el punto
V =(3,7) deesta recta, y que pasa por el puntoP=(5, 11).

19.-Hallar la ecuacién de la pardbola, las coordenadas del
vértice y la longitud del lado recto, si las coordenadas del
foco esel punto f= (0 0), directriz la recta -
Lp:x+y+4 =0.

20.-D_adds Ids'puntos L=(-1,8) y R= (> 3, -4) extremos del
lado recto obtener la ecuacién dela parabola.

21. Hallar la ecuacion de la tangente y /normal a la parabola
P: y> +6y- 4x +1= OenelpuntoT (7,3). '

22.-Hallar fa ecuacion dela paréboia cuyo vérticees V= (-3,5)y
cuyos extremos del lado recto son L= (-5,9) y R= (-5,1).

23.-Hallar la ecuaci6n dé la parébola, longitud del lado recto y
ecuacion de la directriz con vérticeen V= (1, 2) y foco en
F=(-1,2).

24.-La directriz de una pardbola es larecta L: x-2y-5=0,y su

foco es el punto f = (0,0). Hallar la ecuacién de la parabola,

. las coordenadas del vértice y del foco, a si mismo la longitud
del lado recto y las coordenadas de sus extremos.

25.-Si el vértice de una parabola es el origen de coordenadas y
el foco es el punto F = (1,1). Hallar la ecuacién de la pardbola.
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1.4.Funcién Exponencial.

Definicién.- Sea beR" -{1}, la funcién exponencial en base b
"~ denotado por Exp, esté definido por: .

Expy : R>RY y = Expy (x)

donde Exp; (x)=b*,

con DominioenR y RangoenR’ -

-

Representacion Grafica

Si 0<b<l e
A i
) '/> ) -
0 " X
x  /
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* Teorema .- En todo funcién exponencial :
' Expy : R>RY y Exp.,( x) se cumple que:

1. La funcién exponencial es bwect:va
‘ i) Inyectiva
Dado x;,x; Ry Epr(xi) Expy (x2)
. entonces X1 =X3
ii) Suryectiva.
Rang (Expy ) = R

2. Sib>1la funcnon es estrlctamente creciente
ie
si X;<x; entonces Expp(x;) < Epr (xz)
3. Si 0<b<1 lafuncién es estrictamente decreciente
i.e ' o
si x1<x; entonces Expy (x1) > Expy (x2)

Teorema.- Sea x,y<R, a, beR’ -{1},entonces se cumple que:

1 Exps (x +y) = Expy (x) Expp(y)

b(X*Y) =b*+b""
‘ . Expx
2. Expyp (x -y) = '
. Exp,y
> _ _ b*
Y=g
3. EXPp a5 (x ) = Expa(x ) Expy (x )
(a.b) =a".b*

4. Expo(xy)= (Expy(x)"
. p b(xy) =( ‘bx )Y .
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Ejemplo.

A partir de Ia ‘grafica de la funcién f(x) =€, trazar la graflca de
las sugulentes funcnones ’

a) f(x)=e™ N
b) f(x)=e'**1, . :

) f(x)=10e™

d) f(x)=-2e™

Solucion .
a) f(x)=e*+1 b) f(x) = e™*
1 1;. o !l:
4 ) j 4
[T 1
2\
. \ N
LN :
0| 0 \\'\ 3
]4 ’2 10 12 4 16 ] H —IZ 12 4 6
c) f(x) = 10e™ L ' d) f(x)=-2e™
T i YV
\
10‘ -2 00 Lt 4 :
v
\\. -2
5|\
X Ao
N
0| \‘\ /
I2 ] 2 s {6 8 10 ]{ -6
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1.5. Funcién Logaritmica

Definicion.- Sea beR* -{1}, La funcién logaritmica en base b

denotado por Log, es la inversa de la funcién exponencial Expy, .

ie. - ~
Log, : R* >R/ y =logs (x). siy solosi x=Expy(y)

" donde. el dominio es todo R* y elrangoes todoR

Representatiéh Grafica.
-~ Si bl
. ‘y‘l . ‘
0 x;
- Si0<b<l
oy
& >

12
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Teorema.- En toda funcién logantrmca o LR
Logy : R* >R/ y=Log,(x) se cumple que

1. La funcién es biyectiva
i) Inyectiva - : -
Dado x;,x; €R.y Iog., (xq) = Logb (xz) entonces x1 —xz :
ii) Suryectiva. : :
Rang (Log, ) =R

2. Si b > 1 la funcién es estrictamente crec'ier‘\t'é
i,e _si X3 < X, entonces _Logb (x,) < Logy(xz)

3. Si O < b < 1 la funcién es estrictamente decrecnente
i.e six; <x,entonces Logy (x;) > Logb (xz)

Nota: ' -
' La funcién exponencial snempre pasa por el punto (0,1)
' La funcién logaritmica snempre pasa por el punto (1,0).
La funcion exponenc:al es la inversa de la funcién
logaritmica.
e
EproLogb = l o Logb oExp., =1

Enla qde les la funci6n identidad.
Teorema. Sea x,ye Rfy a, beR’ -{1},entonces se cumple que:

1. Expy (Logs (X)) = Lok (Exps () =x
b ' = Log, (b y=x

2. Logyb=1 ; Logp,0=-oc si b>1 Logb0=;+6c O<b<1
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- 3.

4.
5.

6.

Teorema

LOGb (xy) = LOgb (x) + Logb(y); e

Log (5 ) Logy (x) Logu (v)

vLog ®) (x ) = — Logb(X)

"Logb(a) Loga(b) 1
. _ Log,(x)
0 e

* sea xeR’, 'b>1, meRy Log, (x) >m ,entonces se cumple
que x>b"

2 Sea xeR", b>1 meR y Log., (x) < m entonces se cumple
que x< b'“ '

3 Sea xeR",0<b<1, meR y Log, (x) >m ,entonces se
cumple que O<x<b" '

: ‘ Sea xeR*, 0<b<1, meR y Logb (x) < m ,entonces se

o cumple que X > b"‘ :

"Ejemplo de aplicacién

44

V81
1 Caldular elvalor de E = Logs ( 37243 /—“24 )

'So'lucnon ,,
“E = Logs(9V81) - Logs (3424)

E= Log33 - Logs3. 37
E=4- 2

16

- . .

7

2. Resolverla ecuacioén: 2. 32’“1 13.6*+ 6. 2%=0 '

Solucién. :
- 2.3%3-13.(2.3)'+ 6. 2”‘—0 G i g
6.3%-13.2.3*+6. 2%=0 -
. (3.3* -2.2)(2.3*~3.2%) =0
3.3 22 =0v 23-=3.2=0
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Si 3.3 -2.2" = 0 entonces: X Frdoi ol
Si 2.3*=3.2 ~Oentonces x=1.
El conjunto-solucién es : {- 1 1}

3. Resolver Log( 2)(x) Logx(a)" Logg(*—)

So!uuon i o
Log( 5 (%) + !’-ogx(a)- loss(—L
' — Logax Log,(a)= ,——— L0333
‘ lo .x: k’g -—5
g log,x 2

(loga x)? +3logax -2= 0
(Zloga X - 1)( loga x +2)= 0
Zlogax -1 Oentonces x= «f—

4, . 4 ‘x+1< 44!#1
:  Soluciébn '
' s: 4 414 941 antances Ax+2<ax41
. X 20

. 5. Determinar el dominio de la funcion inversa de

2X .
f o Z e
)= 242F
: Solucuon

~~x

+2"

EI domrmo de la funcmn inversa de f(x) = 5
es el rango de la funcio f. b

‘ . 2
_ y(2+2")-2" ‘entqnces - =15

e y> O entonces Dom(f) ]0 1]

e




6. Graﬁcar la funcron f(x) & eM
Solucién S :
w20

| f(x)-={ﬁ:,A’ %<0

1 S‘y } i i
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1.6. Interés Compuesto. ‘ ' SER I

Definicién.- Se denomina interés o rédito a la ganancia ‘que
produce un’ capltal prestado durante un cierto y segun unatasa
fijada. EheiEE
El interés es simple cuando los mtereses‘se r‘etiran
periédicamente permaneciendo el capital constante durante _
todo eltnempo de préstamo constante. - ;

~_Elinterés es Compuesto cundo los mterés no se retnran
si no se van acumulando al capital primitivo formando nuevos
capitales; se dice entonces que los mtereses se capltahzan
Consuderemos el caso general de una mversnon que crece con
interés compuesto y se P el capital mvemdo a una tasa de

interés R por cnento anual, entonces el saldo o el nuevo capltal
después de un ano seré B(t)

=P <pleh
Consnderemos i= jp0 €ntonces B(1) P (1 + ,)
El saldo en dos aﬁos sers de ,’ -
B2)=P (1+i)+i(P (1+1)

B(Z)..=M14i)2 e e e

En forma andloga se deduce el saldo después de t afios como:

B(t) =P (1+i)
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Ejemplo . S S
Juan Carlos invierte un capital de 300 nuevos soles aun lnterés
compuesto de anual del 32%. Calcular el valor de la inversién
después de 10 afios. : 5 »
Solucién.

B(t)=P (1+i)

'B(10) =300 (1 + 0. 32)1°

* B(10) = 300 (1.32)*

B(10) = 4817.93
El valor de la inversién de 300 nuevos soles en los 10 aﬁos es de
4817.93 nuevos soles B

Siel interés se capitaliza mds de una vez por aiio por
ejemplo en forma mensual, trrmestral semestral etc, en este
'caso el porcentaje R de la tasa de interés anual se denomma o
tasa nominal o simplemente tasa de interés anual. Si se
compone k veces por afio y la tasa de interés nom;nal esRpor
ciento entonces el interés en cada composicién es % por ciento,
en t afios el numero de composiciones es kt, de donde el saldo
B(t) después de t afios es:

CB(t)=P (144

Ejemplo -
Pepito de los Palotes invierte su capital de 1000 soles auna tasa
de interés compuesto anual del 6%. Determine el saldo después
‘de 10 anos si el interés se capitaliza . :
; ‘ a). Trimestralmente -

: b) Mensualmente
Solucién. P T o
-a) Trimestralmente

B(t) P(1+ k) entonces B(lO) 1000(1+-Q-%-)
B(10) = 1814:01 -
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b) Mensualmente .
B(t) =P (1++ ) entonces B(10) = 1000(1+ 006)12
B(10) = 1819. 397

1.7 Léy de Crecimiento.

La ley de crecimiento poblacional obedece al sugulente modelo
exponencial )

f(t’)=Ae"" | >0

Donde t es la variable tiempo, A es la poblacién actual vkesla .
tasa de crecimiento porcentual

La graﬁca es:

| f(t)l s

v

1.8 Ley de Decrecimiento.

La ley de decrecimiento poblacional obedece’ al siguiente
modelo exponencial ,

ft)=Ae™

, 2 0 , ,
Donde tes la variable tlempo, Aesla poblacuén actual y k es la ‘
tasa de decrecimiento porcentual
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La gréﬁca es:’
A
$0)
A
0
Ejémplo :

La poblacién de la ciudad de Abancay es 500 000 habltantes y
crece a una razén de 3% anual. :
a) Determine una ecuacién que la poblacién P después de t
anos a partir de ahora.
b) Determine la poblacion 3 afios después de ahoray obtenga la
~ respuesta con el entero més cercano.

Sblucién )
a)La ecuacion de la poblacion de Abancay P,despuésde t
afos a pamr de ahora es: '

f(t) = 500000e"t

b) La poblacién 3 aiios después de ahora es:’
f(3) = 50000023
f(3) =547 087.192

La poblacwn de Abancay despues de 3 aﬁos es de 547.087
habitantes - ,
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1.9. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS.

1.9.1. Funcién Seno.- La funcién seno denotado por Sen , estd
definido por
f: R—>R/f(x) = Sen(x)

donde: o :
Dom(f)=R
Rang(f) = [-1;1] |

Periodo minimo T =2=n
Sen(-x) = - Senx

Grafica.

—= i

1.9. 2 Funcién Coseno.- La funcién coseno denotado por Cos,
esta definido por
 f:R-KR/ f(x) Cos(x)
donde ;
Dom(f)= R
Rang(f) - [-1;1] s
Periodo mlmmoT 2 -
~ Cos(-x) = Cosx’
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Grafica.

£

1.9.3: Funcién Tangente.- La funcidn tangente denotado por
Tan, esté definidopor -
' f: R—R/f(x) = Tan(x)
donde: :
Dom(f)= R-{(2k+1) 5 } , keZ
Rang(f) =R " .
Periodo minimo T=n
Tan(-x) = - Tanx

Grafica. -
I Iy
4] .
2 /
d 0
5™ n {-1.5% I |[-0.5% 10 0.5x n |15t n: 251 il
2
/ v |
) [
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1.9.4 Funcién Cotarigente.- La funcién cotangente denotado -
por Ctg, esta definido por -
f: R->R/f(x) = Ctg(x)

donde: Dom(f)=R-{kn } , keZ
Rang(f)=R
Periodo minimo T=7
- Cot(-x) = - Cotx

Grafica. .
| T |
| s |
\ \
\ | \ \
-1.57 ~1n --0.5n op 0.51 n T 3

\ \. At

\ | il

1 1L

1.9.5 Funcién Secante.- La funcién secante denotado por Sec,
estd definido por:.

. - f: R>R/f(x) = Sec(x)

donde: '
Dom(f)= R-{(2k+1) 5 } , keZ
Rang(f) = R - ]-1;1[ = (-00,1) U (1,+c0)
Periodo minimo T=2n ,
Sec(-x) = Sec(x)
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Grafica. i e

-4

1.9.6 Funcién Cosecante.- La func:on cosecante denotado por
Csc, esta definido por: ' :

) iR/ f(x) Csc(x)
- .donde:-
. Dom(f)— R-{k 1t} kez _
Rang(f) R-1-1;1f = (-oo,l)u(l +oo)
Perlodo minimo T=2n

I * Cscf-x) = - Csc(x)
- Grafica. S

Y
£ 4l
IEEEEAVEE)
NS NS N A
_ 0L !
Sn 2r  |-1.5n -ln {-05r | P |05 In 1.5z 2% 2.5n
\ VERYE A 1\
\ [ \ I
AR
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Identidades Trigonométricas -

| .- Identidades Reciprocas
1. Sen(x).Csc(x}=1
2. Cos(x).Sec(x)=1
3. Tan(x).Ctg(x) =1

Il.- Identidades Pitagdricas.
1. Sen?(x)+Cos*(x)=1
2. Sec?(x)= 1+Tan®(x)
3. Csc?(x)= 1+Ctg?(x)

IIl.- Identidades por Cociente.

1. 'faﬂ(x)';——sen(x)'
2 Cos(x)
_Cos(x)

o2 Ctg(x) -—Sen(x)

Funciones Trigonométricas de Angulos Negativos

> Funciones trigbnométricas‘ Pares:
Cos(—a)=Cosa y Sec(—a)=Seca

> Funciohes trigonométrfcas Imbares! ,
Sen(—a) =-Sena ; Tg(—a)=-Tgx;
Ctg(~a)=Ctga ; Csc(—a) = Cscar -

Funciones de la Suma y Diferenéia de-A'ngqus

*Sen(a+ ) =SenaCos B+ CosaSen 3
*Sen(a-f)=SenaCos ff -CosaSen

. *COS(d+ﬂ)=CosaCosﬂ ‘SéﬂaSen,B o
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* Cos(a- ) = Cosa Cos S+ SenaSen

Tana+Tanf
*Tgla+f)=1-TanalTan S ;

Tana-Tanf
*Tgla-B)= 1‘+TanaTal_n,8

CotaC’ot,B—
* Ctg(a+,5) = Cota+Cot,6 ;)

. Ct a.Ct +1

' Formula de Reducc:on al 1er Cuadrante ({ Vn e N ),

. _ F.T(Tia)-iFT(w) E n es par

nr RS S
. F.T(—é— + a )= £ CO.FFi{(a), n es impar
Nota: El signo depende en que cuadrante se encuentra el lado
' ' nrx ’
terminal del dngulo -—2—— + e

Angulo Doble P

e Sen2a = ZSenaCosa .

e Cos2a =Cos’a-Sen’a
=12Sen’a
-=2Cos’a-1

e Tan2a = ——%z’-—all-g-l—;

- 1-Tan’

Degradacién de funciones trigonométricas
1. 2Sen’(x) =1-Cos(2x)
©2. 2Cos’(x) =1+ Cos(2x)
3. 4Sen’x=3Senx—Sen3x
-4, 4Cos® x = 3Cosx + Cos3x
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Angulo Mitad

2 ,
a 1-Cosa  Sena
. tan—=:t1,; - =
2. Y1+Cosa 1+Cosa
. 1-Cosa

Senct

=Csca-Cota

El signo tde la radical, de acuerdo al cuadrante en que se
encuentra el angulo

Transformaciones trigonométricas.

A+B = A-B
e SenA + SenB = 2Sen 3 Cos

2
' A-B - A+B
e SenA-SenB=2Sen Cos
v : 2 2
° 'CosA+'CosB=2CosA+BCosA_B
2 2
. CosA-CosB=-2$en4;BSenA_B

2
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. EJERCICIOS :

1.- Supongamos que $4000 es invertido al 11% compuesta
semanalmente ¢ Cuanto dinero
tendrd en: a)%afio b) 10 afios

2.- Supongamos que $4000 es invertido al 11% compuesto
-semanalmente ¢{Cudnto dinero -

Tendrd en: a) % aiios b) 15 afos

3.- Una pareja tiene un nifio. ¢Cudnto podran invertir ellos
ahora al 8.25% compuesto diariamente para tener $40 000
para la educacién del hijo 17 afios después?

4.- Una persona quiere tener $15000 para un carro nuevo

‘ dentro. de 5 afos ¢Cuanto deberia ahorrar al 9.75%
compuesto semanalmente para comprar un carro dentro de
5 ainos. SR

5.- Tenemos dos inversiones de dinero:

a) Invertir $10000 al 8.9% compuesto diariamente
b) Invertir $10000 al 9% compuesto diariamente
¢Cual opcién es la mas rentable?

6.- Una suma de $5000 es invertido al 13% compuesto semi
anualmente, supongamos una segunda inversion de $5000 a
una tasa de interés r x 100% compuesto diariamente. é&Para
qué valor de r la inversién segunda es mejor que la primera?

7.- Si usted. Invierte $5520 en una cuenta bancaria que paga
11.38% compuesto continuamente ¢Cuanto dinero tendra en
la cuenta al final de:

a) 6.25 afios b) 17 afos

8.- Si usted. Invierte $7500 en una cuenta bancaria que paga
8.35% compuesto continuamente ¢Cuanto dinero tendra en
la cuenta al final de:

a) 5.5 afos b) 12 aiios

9.- Se tiene 3 opciones de invertir un dinero en tres empresas

financieras por 2 % afios

AhorrosGILL ~ ~ 8.30% (CC)
Ahorros Richardson 8.40% (CT)

Ahorros USA : 8.25% (CD)
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Donde CC representa composicion continua," CT compuesto
trimestralmente y CD compuesto diariamente. Calcular el
valor de $ 1000 mvertldo en cada cuenta alfinal- de 2%
afios.

10.- Una inversién paga $ 30000 después de 10 afios desde
ahora ¢Cuanto dinero sé tendrd que invertir auna tasa de 9%
compuesto continuamente? :

11.- Una inversién paga $ 50000 después de 5% afios desde
ahora ¢Cuénto dinero se tendrd que invertir-a una tasa de‘
10% compuesto continuamente?

12.- ¢Cudntos- afos una suma de dinero serd el doble si es
invertido al 15% compuesto anualmente?

13.- ¢En cudntos afios una suma de dinero-serd el cuédrupla 5|
es invertido al 20% compuesto anuaimente?

14.- ‘éA qué tasa de interés compuesto contmuamente $1000

. serd $ 2500 en 10 afios?

15.- ¢ En cudntos afios una cantidad $ 5000.serd '$ 8000
invertido a una tasa de 9% compuesto continuamente?

16.- Se invierten $ 12000 EUROS al 18% durante 5 afios. Halle
el valor futuro del capital si el interés se acumula.

a) Mensualmente b) continuamente

17.- Se invierten $ 9400 EUROS al 14% acumulada
diariamente. ¢Cudnto " dinero habra al cabo de 6 meses?
Usese un afio de 360 dias. Esto se conoce con el nombre de
interés exacto. A

18.- ¢Cudnto dinero hay que invertir hoy al 5% de interés
continuo para.tener 3000 EUROS en 4 afios?

19.- Un banco paga un interés continuo del 6% ¢Cuanto
tardaran en duplicarse 835 EUROS?

20.- El Banco Nacional paga el 7% de interés acumulado -
mensualmente, y la Caja Provincial de Ahorros paga el
6.95% de interés continuo ¢ Quien paga 'mejor?

21.- En 1626, Peter Minuit cambio a abalorios que valian 24
délares por terreno en la Isla de Maniatan . Supongamos
que en 1990 el valor de esta tierra fuese de 25.2 miles de
mullones de délares. Halle la tasa de interés contmuo ala
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que hubiera que-haber Inve};ﬂgp'ms 24 ddlares para que
tuviera el mismo valor en 1990, _-,;,x;;s_.;,;y

22.- Halle cuanto tiempo tardaran 2000 .Euros en convertirse en
5000 invertidos a un interés anual de 8% si los intereses se
acumulan. s

a) Trimestralmente b) Mensualmeme c) Continuamente

* 23.- ¢Cudnto hay que invertir al 6.25% anual-para que dentro de

10 afios se tengan 2000 Euros si los intereses se acumulan:
-a) Trimestralmente? - b) Centinuamente?

24.- El Banco Nacional paga 7% de interés anual acumulado
mensualmente y la Caja de  Ahorros local paga 6.95% de
interés continuo. ¢Quién paga mas?

25.- Pedro invierte 150 reales con un interés del 12% al mes £
Cuél serd el monto de Pedro tres meses después?

26.- Pedro tomo un préstamo de 300 reales, con un interés de
15% al mes. Dos meses después, Pedro pago 150 reales y
un mes después de ese pago , Pedro cancelo su deuda .
¢Cudl era el valor del ultimo pago? .

27.- Pedro tiene dos opciones de pago en al compra de un
televisor:

i) Tres cuotas mensuales de $160cada una.

ii) Siete cuotas mensuales de $70 cada una .

_En ambos casos, la primera cuota se paga en el momento
de la compra . Si el dinero= rinde 2% al mes para Pedro , ¢
Cual es la mejor opcién que Pedro posee?

28.- Pedro tiene tres opciones de pago en la compra de ropa
i) Al contado, con 30% de descuento. co
ii) En dos cuotas mensuales iguales, sin- descuento,

venciendo la primera un mes después de la compra.
iii) En tres cuotas mensuales iguales, sin descuento,
. enciendo la primera en ekmomento de la compra .
¢Cudl es la mejor opcidn:para Pedro. Si-el dinero vale, para
el, 25% al mes? o f
29.- Una tienda ofrece dos opclones de pago:
-i) Al contado , con 30%de descuento

.
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i) En dos cuotas mensuales iguales ,"sin descuento , la
primera cuota siendo cancelada en el momento de la
“compra ¢ Cual esh tasa mensual de mterés mcIuanas
en las ventas a plazo?- ‘

30.- Invirtiendo su’ capital a un interés mensual de 8% ¢En-

cuanto tlemp Ud. Doblara su capital inicial?’ b

31.- Hallar la tasa anual de interés que equivale ; al 12% al mes

32.- Verdnica invierte su dinero a un interés de 6% al afio con
capitalizacién mensual. ¢Cudl es la tasa anual de interés en
la'que esta invertido el capital de Verénica? ‘

33.- Determine las tasas efectivas anuales equivalentes a:

a) 30% alafio, con capitalizacién mensual.

b) 30% al afio, con capitalizacién trimestral.

¢) i alafio, capitalizacion k veces al afio.

34-La MesbJa en varias navidades , ofreci6 a sus clientes dos
alternativas de pago :

a)pago en una sola cuota, un mes después de la compra

b) pago en tres cuotas mensuales iguales , venciendo la

primera en el momento de la compra . Si Ud. Fuera
cliente de Mesbla ,¢Cual seré suopcion? ’
35.- Suponga ‘que se invierten '$ 1000 a una tasa de mteres
anual del 7% . Calcule el saldo después de 10 ano " si el
. interés se capitaliza: :
a) Anualmente
" b) Trimestralmente
‘c) Mensualmente
36.- Suponga que se invierten S 5000 a una de interés anual del

"10% . Calcule el saldo despues de 10 afios si el interés se.

capltallza »

a) Anualmente

b) semestralmente

c) Continuamente
/ d) Diariamente (tomando 365 dias al afio) .
37.- Una suma de dinero se invierte a cierta tasa de interés fijo y
el interés se capitaliza continuamente. Después de 10 afios,
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_el dinero se ha duplicado. ¢Cémo sera el saldo al final de 20

aios, comparado con la inversion mlc'al? ;

38.- Una suma de dinero se invierte a cierta tasa de mterés fijoy

el interés se capitaliza tnmestral Después del5 afios, el
dinero se- ha duplicado. ¢Cémo serd el saldo al final de 30
anos, comparado con la inversion inicial?

39.- Se proyecta que dentro de t afios la poblacnon de cierto pais

sera P(t) = 50e°° millones.

~a).éCudlesla poblacuon actual?’

b) éCudl sera la. poblacvon dentro de 30 anos‘«’

- 40.- ¢ Cuanto dinero debe mvertnrse hoy auna tasa de interés

anual del 7% capltahzado contmuamente, para que dentro
de 20 afios su valor sea SZDOOO ? ( recuerde que el saldo
después de t afios. es. de B(t) = Pe" ,donde r es la tasa de

- interés expresada como. un decnmal y. P es el depdsito

inicial).

41.- Se estima que  la. poblacnon de cnerto pals crece

exponencualmente Si la poblacién era de 60 millones en
.. 1986 y de 90 mnllones en 1991, ¢Cua| sera.la. poblauon en
el afio 20017

42.- El numero total de. hamburguesas vendndas por una cadena
nacional de comida rapida crece exponencualmente Si se

vendieron 4000 millones en 1986 y 12000 mlllones en-1991
¢Cudntas se venderan en 1996?

43.- La densidad de poblacién a x millas.del centro de cnerta

ciudad es D(x) = 12 miles de personas por milla
cuadrada. ..

7 a) & Cuél es: Ia denmdad de poblauén en el centro de Ia

ciudad?
b) ¢ Cual es la. densidad de poblacxén al0 mll!as del centro
de la ciudad? \




Modelos Furicionales

SO ——

2. APLICACIONES COMERCIALES

2.1. FUNCION cosro : :
La funcién costo denotado por C(x) estd definido como la suma
del costo variable y el costo fijo.

ie. el
C(x) = costos variables + costos fijos.

Los costos fijos vienen a ser los costos que no dependen
del nivel de produccién por ejemplo. La renta, intereses sobre
préstamos, salarios de administracién, etc.

. Los costos variables dependen del nivel de produccion, es
decir de la cantidad de articulos producidos a si por ejemplo Los
costos de la materia prima, mano de obra, etc. :

" Silos costos variables por unidad de articulo es constante
entonces el costo variable total es proporcional a la cantldad de
articulos producidos de donde se tiene que
Costo variable = mx, por consiguiente la funcién lineal de costo
total esté determinada por. :

C{x)=mx+b
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Ejemplo

El costo de fabricar 10 computadoras al dia es de $3 500 mientras

que cuesta $6 000 producir 20 computadoras del mtsmo tipo en

un dia . Si el modelo de costo es lineal determinar:

a) Laecuacion del costo total. .

b) Realizar la grafica de la funcnén costo determinada en la
~ - ‘partea) :

c) éCudnto cuesta producir 40 computadoras?

Solucién '
Si x =-10 computadoras entonces C(x) = 3 500 délares de
donde se tiene el punto A = {10, 3500) - : §
Si x = 20 computadoras entonces C(x) 6 000 dolares de
donde se tiene el punto B = (20, 6000) - - : .

Como la funcu‘m costo es lineal entonces Ia pendnente e m

es. ,
6000—3500 ,
- zo 10 '2_50‘ o

La ecuacnon del costo total es: C-3500 250(x-10)

O iy C(x)~=250x+1o

o T

y

, ‘ L~

5

0 X
R 0 R 2 3 "

1
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2.2, FUNCION INGRESO (R{x) 6 1(X)) , :
Consideremos p el precio de venta de un determinado artlculo y
x el numero de articulos vendidos, 1a funcién de ingreso itotal
producndo por la venta de X arttculos aun prec:o p esta defimdo
por: LT A ¢

\\ S R(x):px
Donde x denomma como volumen de ventas Yyp el precio de
venta por cada articulo produc:do

Ejemplo

El gobierno central a- través del Programa mi vivnenda ha

construido una nueva unidad de 40 departamentos para rentar. Se

sabe por las investigaciones de mercado que si asigna una renta de

150 ddlares al mes se. ocuparén todos los departamentos, por

cada incremento de 5 ddlares en la renta un departamento

quedara vacio. :

a) Determmar Ia funcnén mgreso o

b) ¢Qué renta. mensual debera asugnar a cada departamento de
modo - que - obtenga el ingreso méximo por las rentas
mensuales? . Calcule este ingreso maximo.. :

c) Trace la grafica de la funcién ingreso total.

Solucién.

X:= numero de departamentos enrenta
p:=Precio de la renta de cada departamento
y=R(p):= lngreso total

Sabemos que R(p) = p.x

Si p= 150 entonces x= 40
Si p=-155 entonces x= 39

_ _40-39 _ 1
- 150-—155 5

x—40-—§(p-150),entonces x=--;-p+70 o
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Lafuncién ingreso total es: R(p) =~ -;—(p- 350)p

i S

4000 |

y( 50 100 - 150 200 250 300 \Qoﬂ
ot RN SS— ' "g,_ R P A

maleoes deR 25'dolares al mes‘\:” on merei in

Ejemplo '
La empresa de turismo INKA S. A. Alquila sus, buses a grupos
de turistas para transportarse de Cusco a Oﬂantaytambo la
empresa fiene-una politica 'de’ fs‘jac:én de precios ‘en Ta que si se
presentan grupos de:200turistas; el pasaje es de 8 nuevos soles
por persona. Por cada incremento de-un tunsta a grupo de 200
el pasaje se reduce en 10, cénbmo& e T T
a) Determinar la funcxén de ingreso total

Solucién.

x:= nimera de turistas por grupo. .-, = '

p:= Precio_del pasaje de cada tunsta en bus para transportarse de
Cusco a Ollantaytambo.

y= R(p):= ingreso total

Sabemos que R(p) =p.x
Six=200entoncesp=8
Si x= 201 entonces p= 7.9

879 _ _ 1.

200-201 10
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- 1 ) g ‘-‘i . i
p-8- _'1_0(’(5 200) , entonces -p = T 0x;i-70

R(x) = —‘-'ﬁ-);\((x- 700)

c)lLa graﬁque la funcién ingreso.

1074

— s i -, moc 1 1 2 @

b0 ol/ 100 | 200 | 300 | 400 | 500 | 600 \goi

b) ¢,Cuénto de ingreso maxlmo tiene la empresa? y g,cuél
seria el precio del pasaje de un turista que hace que la
empresa no tenga ingreso con preclo diferente del cero? -

Rta. El precio que mammnza eli mgreso es de 350 nuevos
soles y el ingreso méxumo es de 12 250 ‘dOIares. »

Si x = 0 entonces p = —;13(0) +70 =70, al precio de 70

nuevos soles no habra ingreso:de la empresa de turismo
INKA S.A ' b
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23. JFUNCIION UTILIDAD (U())

la funcnon utilidad est4 definido como la dlferanua de la funcién. -
de ingreso total y del costo total.
i.e.

: U(x)=R(X)’+’C(X).‘ GRS

Si Pv es el volumen de ventas y.Pu.es la utilidad por cada unidad
de amculo producido y vendrdo entonces la utilidad total esta
definida por:

Utlhdad Total = (Volumen de ventas) (Utllldad por cada amculo)

o - , -,
’ 4 ' U Pv.Pu "

Ejemplo

Un fabncante vende lamparas a 6 délares cada una ’y a este precio
los cénsurﬁldores han comprado 3000 lamparas porr

El fabncan,te desea. aumentar-el precuo ¥ estsma que por cada
incremento de un délar en el precio, se venderan 1000 lamparas
menos cada mes. Las Iémparas pueden produc:rse a un costo de 4
délares cada una.”

=P

'a) I Exprese a Utilldad mensual de fabncante €omo una

... . funcién del precio al que se venden las Iémparas
b) Graf‘ que y calcule eI precno 6pt|mo de venta.
| 'seLu'CION: i
a) = . x:= numero-de ldamparas:

p:= Precio de venta de cada Iémpara
y= U(p) Utshdad total

Utilidad U(p) = (Utilidad por ldmpara)(# de mcrementos)
' Utilidad por lampara=p -4

Si p= 6 dblares entonces x= 3000 ldmparas

~ Si p=7 ddlares entonces x= 2000 lémparas -
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__3000-2000
= ————=-1000

X- 3000:‘ —1000(p- 6), entonces x =-1000p+ 9om .

‘*U('p)' (p~4)(-1000p+9000)
- Ulp) = -IMO(M)(p 9) /I

b) ﬂU(p) 9000p 100Qp 36000+4000p

. U(p) + 36000 = - 1000(p*~ 13p) -
Ulp) +36000 - 26%°° - _ 1000(p% ~ 13p + (13/2)7]
ufp)- 2= --’1ooouailf)2 e e

(U(p) - 6250) = - 1000(p - 6,5)°

%6000 ,

4000

11 Al

l 2 A 6 g | 10 12 14 X
2 =

Precio 6ptimo de venta serd de 6,5 délares - '
2 Utl!‘dad mdxima es 6250 délares '
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2.4. LEY DE LA OFERTA Y DEMANDA

LEY DE I.A DEMANDA., -Es la relacion que descrlbe la cantidad de
un determinado articulo que los consumidores estén dlspuestos a
comprar a varios niveles de precia. La ecuacnon lmeal que describe
este comportamiento es:

.D: p=mx+b »
Donde pes el precio porumdad de articulo, m y b son constantes.
Si el precio por unldad de un articulo aliéenta la demanda
por el articulo dlsmmuye porque menos consumldores podran
adquirir éli¥producto,” mietitras que “si~el “precio del’ articulo

disminuye la demanda se incrementara , en otras palabras la
pendiente m es negativa (m<0) én |a ecuaciéride’fa demanda.

pA

Cufva de demanda

Ejemplo

La editorial de San Marcos puede.vender 20 textos de, matemétlca
aplicada cada dia a un precia de . 25 soles cada: uno, pero puede
vender 30 unidades del mismo texto si los fija a un precio de 20
soles cada texto. Determine la ecuacién de la demanda
suponiendo que es lineal. - '
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Solucién.

Sea x el nimero de textos vendidosy p es el precuo de :
venta de cada Ilbro entonces se tlene que.

Six=20entonces. p= 25 de donde se tlene el punto
A=(20, 25) : :
Six=30entonces p = 20 de donde se tiene el punto
B=(30,20) ' ,

Como la funcién demanda es lineal entonces la pendiente
m es —1/2 de donde la ecuacién del costo total es

2p+x-70=0 .

185

30

20

10

{lo: - 10 -1 .20 30 . -40 50 60 - TN\J0 8

1 - 1 1 1 1 I

LEY DE LA OFERTA.- Es la relacién que describe la cantldad de
articulos o productos que los fabricantes o productores estén
dispuestos poner en el mercado a diferentes niveles de precio.

‘La relacién‘lineal de la OFERTA esta dado por

- S:p= mx+b

Los fabricantes inundaran el mercado de productos si el
precio de cada articulo es alto y si baja el precio, habra escasez
de productos en el mercado es decir la oferta aumentara al
subir el precio y la oferta disminuye al bajar el precio , de
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donde se concluye que m es posmvo (m>0) en la ecuac:dn de la
demanda. :

®V

Curva de Oferta

2.5. INTERSECCION DE GRAFICOS
2.5. 1. ANALISIS DEL PUNTO DE EQUILIBRIO

. Seays= C(x), la funcién costo total y y = R(x) la funcién del
ingreso total, donde x es el numero de unidades vendidas y
fabricadas. La interseccién de C(x) y R(x) se denomina punto de
equ:l:bno :

i.e.si C(xo) R(xo) entonces el punto (xo,yo) se denomina punto de
equnhbno

Donde Xo es el volumen de  produccién o de ventas donde no
existe ganancia o la utilidad es cero: (U{xp)=0)

Si el nivel de produccién estd por debajo del punto de equilibrio
entonces habra perdida - mientras que si el nivel produccion esta
por encima del punto de equilibrio entonces habra ganancias
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i) vsi, C(x) < R(x) existira ggnancia -en el proceso
productivo.

i) si C(x) > R(x) existira perdida en el proceso productivo.
iii) ~ siC(x) = R(x) No existira ganéncié ni tampoco habré

perdida en el proceso productivo, el punto (Xa,Yo) se
denomina punto de equilibrio. .

yA
‘Punto de
equilibrio
| Av=R®
Ganancias 7
N f
Perd@as S y =C(x)

]

! N

0 Xo X

2.5.2.. EQUILIBRIO DE MERCADO.-

Sea p = D(x) y p = S(x) las funciones de Demanda y Oferta
respectivamente, el punto de interseccion de la curvas de ofertay
demanda se denomina equilibrio de mercado. La coordenada P,
en este punto es el Precio de equilibrio, que es el precio de
mercado al cual no habra abundancia ni escasez de articulos.
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Punto de

p A cquilibriode
PA mercado N
p=S(x)
EscasezX S
e Abundancxa o
= D09
0 Xo . X

2.6. IMPUESTO ESPECIAL Y'Pumo b‘e EQUILIBRIO.

Con frecuencia, el géblerno grava con lmpuestos adicionales a.
ciertos articulos con el propésito de obtener mas ingresos o dar
subsidios a los productores para que hagan accesible estos
articulos a los consumldores a. precios razonables. Consideremos
el efecto adicional o subsidio sobre el punto de equnhbno de
mercado con las siguientes condiciones: : :

.
’ll)i~

74

i)

La cantidad demandada’::por los ‘consumidores .sélo"
depende del prec:o es decur la ecuacién de Ia demanda no

: cambla

'La cantndad ofremda por los pfoveedores estd
+ determinado por el precio recubldo por ellos El precio-

recibido porelloses py=p#+t - F o
donde t es el impuesto por unidad , p es el precio
aceptado por unidad por el proveedor y p; es la cantidad
pagada por unidad por el-consumidor.

i




‘Modelos Funcionales

s

E;emplo : S
‘La ley de Ia demanda para c;erto articulo es
D:5p#2x = 200 yla ley deia oferta es
S:5p=4%x+50. " ’

a)

2

Determine el precno yla ‘cantidad de equihbrio

b) Encuentre el precio y la cantidad después de que se ha ﬁjado
un impuesto de 6 por unidad. Dgtermme el incremento en el
precio y la disminucion en la cantidad demandada.

"~ Solucién nfd AT B e
para determmar €l punto de eqmﬁbno se ttene que

: 200 2x= 4x+ 50 de donde el punto de equﬂlbrio es x'= 25
y p 30 :
b): En éste caso ‘la ecuacnon de Ia demanda se mantiene

140 ‘ / 8 7
T

inalterable es decir
D:5p, + 2x =200 y el precio en la ecuacién dela oferta sufre

un mcremento p1= pt 6 es decir S: p1 4 X+ 16 de donJe el

punto de equnlibrio es x 20 Yy p= 32 por mnsngmente el
incremento del precao es 32-30=2 y al disminucion de la
cantndad demanda es5unidades. . .
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2 7. INGRESO FISCAI.

Sea T el ingreso fi scal t es el nmpuesto por umdad y q es la
cantidad de equilibrio de las funciones de oferta Y demanda\
después del impuesto. El i mgreso ﬁscal sedefinecomo . .

Titg

Ejemplo.
Se la funcién de demanda y-oferta deﬁmdo por
Dip+q= 509 y S 2p= 400+¢qd
Donde p. dolares es el prA 'umtanoy q es el numero de
unidades. . : o :
a) Determme el punto de eqmllbno antes del lmpuesto y graﬁque
~en_un solo ss§t£ma de. coordenadas la: ecuaczén-de oferta v
demanda
»b) Det;erwne la funqén yde mgreso fiscal en funcsdrn de a demanda

c) Calcule elVVant'del impuesto t qhe'maxnmice , mgreso fscal
’ ul eWalor de este mgreSO fiscal

. a)’ ) punto de equihbrio se determ:na ¢uando: D{q) s(q)
q 600 200+—-q, entancesq~ﬁ9-9 y p 1000 ..

é

it "’sou : T }*
e ’ ’_' I / "a»,ir..
] 200 ol fe00 | o \i&og
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/

b) La funcién de ingreso ﬁscal est4 definido por: v
. T=tq
~ComoD:p=600—-q yS: p= 200+~ q+t
Entonces el punto de equilibrio esta dado por.
~q-600 =200+2 >+t de donde se tiene que
t=400- = q, por conmguuente el ingreso fiscal es:

T-(400-;q).q ;

c) La grafica de la funcidn ingreso fiscal es:

T = (400 - g a)q

100 200 \ 3

l ! — L]

El valor del impuesto t que maximice el ingreso fiscal de acuerdo al
grafico esta dado por q = 4—22 , de donde t=400- -:-q

t = 200.
Un |mpuesto de 200 dolares por artlculo maximizara el i mgreos

fiscal en —_— délares
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EJEMPLOS DE APLICACION

" 1.- El costo total, en délares de fabricar q unidades de un
de’termmado artlculo, esta dado por la funcién:
 Clq)=q%-30q° +500q+200 Calcular
a) Elcosto'de producir 10 unidades de articulo
b)  El costo de producir la décima unidad del articulo.

SOLUCION

a) C(10) = ?, como C(q) = q* - 30q” + 500q + 200
C(10)=10°- 30(10)2+500(10)+zoo
C(10) 3200 dolares

-b) Costo de la deuma unldad C(10) C(9)
= 3200 .2990
" = 210 délares.

2.- Un fabricante puede vender cierto producto a $ 110 la unidag.
El costo total estd formado por costos indirectos fijos de $

/ 7,500 mas costos de produccién de $ 60 por unidad. -

a) ¢éCuantas umdades debe vender le fabricante para alcanzar el

punto de equilibrio?

b) ¢éCudl es la utilidad o la pérdida del fabncante sise venden 100
unidades ? -

c) éCudntas unidades debe vender el fabncante para obtener una
utilidad de $ 1, 2507

sowcnéN S

Ingreso total sera = R(x) = 110x, siendo z el nimero de
__unidades vendidas y fabricadas.

" Elcosto total serd = c(x) = 60x + 7500

a) . y=110Oxentonces -  110x=60x+7500 -
| 50x = 7500
x’= 150 unidades
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n

c)

Utilidad = Ingreso - Costo &

- P(x) = R(x) - ¢(x)

P(x) = 110x : 60x - 7500
P(x)=50x-7500

Six=100

~ P(100) = 50(100) - 7500 100(50-75)
P(x) = - 2500 délares.
Pérdida de 2500 délares. o,

Como utilidad y = 50x - 7500
' - 1250 = 50x - 7500
8750 = 50x , -
x = 175 unidades.

" Determinada agencia de alquiler de automdviles cobra $
25 mads 60 centavos por kildmetro. Una segunda agencia

' cobra$ 30 més 50 centavos por kllémetro ] Qué agencia
‘ofrece el mepr trato ? ‘

SOLUCIéN

Costo de la primer agencia = Cy(x)
Costo de la segunda agencia = Cy(x)

- Xes Ia distancia que recorre el automéwl

Ci(X)=25+0.6x,  Cy(x)=30+05x

El punto de equilibrio seré ==> 25 + 0.6x = 30 + 0.5x
’ o 0.1x=5

- x=50Km.-
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YA

. -
C4) Punto de equilibrio
A c®
25
: - , >
50 . - : X

a segunda agencia para vna;es largos ofrece mejor trato.
.La primera agenma para viajes. cortos ofrece mejor trato

i

:Una empresa abona asus agentes de ventas 900 soles por

alo;amlento y ahmentacnon, mas 2 soles ‘por cada
kilémetro de viaje en coche. Escribir una ecuacion lineal

que representa el costo diario C en términos del niimero X
de Km. de viaje. o

SOLUCION: .~ . e
Costosfijos=900 . . C=flx) -

x = Km. recorridos : , - C=2x+900//
C(x) = Costo diario |

—
. {2000 .

1000 "

0 100 200 Jﬂ

80



Modelos Funcionales

15) E

6

7)

‘ .
Una fabrica 'p'aga a sus trabajadores 90 soles a la hora mds

- unplus de 7,5 soles por cada unidad producida. Hallar una -

ecuacion: lineal para el salario -por hora trabajada en
téfmmos del.nGimero x de umdades produc;das por hora.

SOLUCION

Salario en una hora=90 soles
X=#de articulos producndos ‘
Tasa=7,5

S(x)=? : S(x)=90+7,5x// ot

Un pequeno comercno adqunere un eqmpo por 875
doélares. Tras 5 afios, quedaré obsoleto y sin valor alguno.
Escribir una ecuacién lineal para el valor. y del equnpo
durante esos 5 afios. (t en afios)

SOLUCION: ,
Costo del equipo = 875 délares ... V(t) =875- 875t

.V(t) = Valor del equipo

.5 x
Para0<t<5  V(t)=875-175t
' - V(t)=875-175t
Para0<t<5 //

~Una emprésa 'cons‘truy',e un almacén por 825000 soles.

Tendrd una vida util estimada en 25 afios después de los
cuales se espera que si valor sea de 75000 soles. Escribir ’
una ecuaaén lineal para el valor "y" del almacén durante

" esos 25 afios de vida util.

SOLUCION: ) o
V=825000 . Cuando t=0-> (0, 825000)
V=75000  Cuandot = 25--> (25, 75000)

‘ V(t)=?

825000 — 75000
25-0

(V —825000) = —
V = 825000 - 30000t //

(t-0).
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8)
departamentos.. Cuando el - alquiler es 380 ddlares
- mensuales, los 50 estan ocupados, pero con un alquiler de

- 82

Una agencia inmobiliaria dispone de un edificio con 50

425 dblares, - la media de ocupacion baja a 47.
Supongamos-que Ia relacién entre el precio P del alquilery
la demanda x es lineal. Determmar

a)la ecuacnon lineal que descnba xen térmmos de P

b) El numero de departamentos que estarén  ocupados si'se
establece un alquiler de 455 ddlares.

‘ c) Predecir el nimero de departamentos ocupados conun.
o anu;ler de 395 délares '

: sowcrérr

a) Si P=380 délares —> x = 50 . (380, 50)
P=425d6lares > x =47 .. (425,47) .

~x=f(p)
me 50-47 _ 1
380-425 15

(x-50) = -—— p 380)—->x = (1130-p) //
, 15
b) . Sip=455 ->x =45 departamentos ocupados

| 1 c)f ' Slp 395 ->x=49 departamentos ocupados

EI numero de abonados a una emusora de telewsnon por

cable era en 1980 de 16 millones y. en. 1986 de 37,5
mlﬂones Determinar: :

-k a) La ecuamén para este caso sablendo que en 1980 t=0

b) En 1992 el nimero de abonados serd?

¢) Qué informacién encierra Ia pendlente de Ia ecuacion
‘de este: caso.. : :
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c)

b)

10-

SOLUCION:
y = # de abonados en millones
t=El tlempo, en t=0 el afio serd 1980

1980 exlsten 16 mlllones -> (0 16)

1986 existen 37 5 mlllones - (6 37. 5)

= 37,5- 16 215 == _lﬁ
6-0 6 12
La pendiente es la Tasa de cremmlento del nimero de

abonados a la emisora televusora

y-16= 43 (t-0)—>y= 43 t+16 //

12 12

Para t=12 en 1990 —>y = 59 millones.

Un fabricante puede producir radios a un costa de 2

délares por unidad. Los radios se venden a 5 délares cada
uno y a este precio los consumidores han comprado 4000
radios al mes El fabricante planea aumentar el precio de

. ;v;los radios y estlma que por cada incremento de un délar

en ‘el precio, se venderan 400 radios meno cada mes.
Exprese la utilidad mensual del fabr,lcantg como una
funcién del precio al que se venden los radios.

Determinar la grafica y la utilidad méxima.

" SOLUCION:

' Utilidad = (Cantidad radios vendldas)(Utlhdad por radio)

(Cantnd;d radios = 4000,-400(# de aumento,s de un délar)

(# de aumentos de un délar) =x- 5, entonces

k(Cantndad radios vendldos - 4000 - 400(x 5)

= 400(10 - x+5)
=400(15-x)
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Utilidad por radio = (Precio de venta) - precio de costo
=X 2 .
U(x) 400(15-x)(x-2) *

AN

;7 T 7 \\

E10A4 // '\
InEEnpaR T

i

|

I0 . : Bk X
Ce T e s

. Lautilidad maéxima es de 16 900do|ares yel precno opt:mo
e eé*&eGSdélares R

;ad’é unidad de un determinado articulo cuesta

P = 35x +15 centavos cuando Se producen X unidades del

‘ ‘i"fartlculo Si todas fas x unidades se venden a este precio.
"f'Exprese los ingresos obtemdos de Ias ventas como una

C 'funaén de x 4

sov.ucnéw
- R(x) = Ingreso = (Precio de venta)(# de artlculos)
R(x) x(35x + 15)

12-  Un importados de café brasilefio estima que los

© consumidores locales compraran aproximadamente Q(P)=

(4374)/P? kilégramos de café a la semana cuando el precio

sea P ddlares por kilégramo. Se estima que dentro de t

semanas el precno seré P(t)- 0, 04t +0,2t + 12 délares por
kllégramo




: Mm:lelos Funcmalas T

. a) Expresgp' la. ngandg de. consumo semanal de cafeg
comounafuncxéndet .
"b); Dentro de 10 semanas aCuéntes ktlégramos ide café .
... -..compraran Jos cnnsym;dores al importadc

c) Cuéndo alcanzaré la demanda de café 30. 37. kllégramos

(Q(P))(t) Q(?(t)) Q(t)

‘ 'P(t) om’m 21*1& cumo Q(P) —‘-;—- entonces .

S S L
O.(t) (o DatZ+ 0.2+ 12}2 s

' L vi HE 374
‘ b) Q(IO) "SEtlene Q(IQ} (004' 4 ;2(10).’, .12)2

QCI ) =Gt 2+ i;z)%:“
Q(w) 135kilégramns o et

syt

c) : como Q(t) 30 375 k:kbgramos ‘!para detesmmart se

, 4 374
0. 04t2+ 0.2¢+ 12)

'3 0,375,

R 04t’+o,2tm)2 144
‘ ormzw 2t+12 12

; tw ﬁ i/ﬂﬁmems dias de la aemsna
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oy 1 A LT T g e ey
13-
.

- a) cCuéntas mesas debe vender el fabncante para afcanzafr"T "

el punto de equilibrio? .
b) ¢Cudntas mesas debe vender el fabrlcante para obtene?‘* '
una utilidad de 6000 dolares? - ¢ i

. ¢) ¢Cudlserd la utllndad ola pérdlda del fabncante sise’

sowcuéN P

a)

, Condlcufm de punto de equiﬁbno R( x) =

/ venden 150 mesas?
d) Elabore la gréfica de Tas funcnones de mgreso totaly '

. ... costo total pa;a el fabricante en un.mismo conjunto de

“ejes. Con base en la grafica exphque oémo puede
~ interpretarse el costo mdirecto

Precio de venta 70 délares c/u

- Costos Indirectos fijos= 8000 dolares
~ Costode producaén X c/mesa 30 dé!ares

X= numetddemesas flabricac
C(x) = Costo desproduocté
R(x) = Ingreso total - % P

- C(x) = Costos lndlrectos ﬁjOS + Cosjo deproduccnén c/u;
wamwamc// e :

R(x) (# de mesas)(precao de venta)
R(x) 70x ’

C(X)
70x - 8000 + 30x -

200" mesas debe vender el

fabmnte péra'a!eanzar e} plmto de equlhbno

vy
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=

b) © - ‘U(x) = Utilidad = R(x) - 'C(x) ‘
Lo U(x) = 70%04 (8“04»30:()
‘U(x) 40x 8000 :

.St U(x) 6000 entonces xs? SREE:
2o 0 6000 = 40% - 8000~>40x = 14000
x-350 mesas//

/:f Ux) = 40x 8000
U(150) ? -

U(150) 40(150) - 8000

v = 6000 - 8000 .
- =-2000 o
_ Pérdida de 2000 d6lares.

- d) La'gréﬁ@a de-las funciones de ingreso total y costo total pafa
el fabricante en un mismo conjunto de ejes es:.

_:y

2x10"4

x

o faene @ "33",22%—//:7
/-’" T | RS

~ 80po| R(x) & 70x

/ »

. . . ©ox A
o 50 . 100 150 - 200 . 250 '|

- Los costo indirectos de 8000 dolares viene a kser el intercepto con
el eje y que significa los costo que no dependen- del nivel de
produccuon de las mesas : o
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15.-

" a)Tenfunciénde .

El sistema de cobro de impuestos a la ienta en el pais por
la Superintendencia Nacional de Administracién Tributaria
(SUNAT) estd determinada de la siguiente manera:

‘Los habitantes que tienen ingresos gravables en sus

primeros 18000 nuevos soles nho pagaran impuestos. . .
Las tasas de impuestos graduados para niveles de ingreso
masaltosedanenlatabla. . =

Ingresos Gravables | Tasa de Impuesto Sl

(nuevos soles) (%)

118000<1<30000 | 10

A

o Eg e inl

|>3oooo ] 18

~:Si- denotamos: con:|: Ios mgresos gravab!es y mn T la
cantidad gravada, determmaw B

b) Graﬁcar fa funcién y=T(l).

' sowc:én

a)

b) i'

 0<1<18000-> T=0//

18000 < | < 30000

&T=';53(| 18000)
© T=0m-1800// . .

~ Si1=30000 -->T=0.1(30000) - 1800

T=1200soles. =
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s g e

::..': G HE R LIRS SF B g S 2 AR b s V“y"
= T=1200+0.18I - 5400
O T= o1sr 4200//

[
o b Yoo b
( e s TN Ly A

Lvahfuncnoh que determma la tasa de lmpuesto es,
gk T si os"l's 18000
0.11-1800 " 'si’ ISDOO< lS?»UOOO

- f(l) =

: 018[ 4200 SI 1>30000 -
F'ly
1 15000 H -
f /)
: <
: // p
0" ,,.Jzzg;?u:, s o 307 |
16.-  Una compaiiia de autobuses-ha adoptado la siguiente / -

politica de fijacién de precios, para grupos que desean
alquilar los vehiculos a grupos conformados porno mas
de 40 personas se les cobrara una carmdad fija de 2400
délares. Para grupos -conformados entre 40 y.80
personas, cada una pagam 60 délares’ menos 50
centaves de délar, por cada persena adic;onal a 40. La
tarifa mds baja' de la compafiia es 40 délares por
persoﬁa y se ofrece a grupos de 80 personas o mas.




a) Exprese los mgresos de la compama de autobusesh ,’
. cama una funcién del tamadio del grupo. by
b) Elabore la gréﬁca de la funcnén mgreso

Sl 40 <x <8Q, entonces
P(X) (60 - 0. 5(x~40m*7 |
P(x) 80x osx2 80x =

B

x2

s.xzs entonces Px) = 40x
Lafuncuéndeingreso es

L R(Y)=. {80x - =" si 40<x<80
40x " six280

é“ e W A A W

' b)La gréficade lafuncién ingresoes:
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17.-° Un agricultor de frutas citricas de Quillabamba estima
- que si se plantan 60 naran]os, cada arbol producira en’
ﬁromedw 400 naran;as Laproduccnon media disminuird
‘en 4 naranjas por érbol por cada érbol adncuonalmente
~ plantadoen lamisma drea.
a) Exprese la. produccién total.del agncultor cemo una
funcién de la cantidad “Arboles plantados.
b) Elaboré la gréficay calcule la cantidad de érboles que
el cultlvador deberia p|antar para maximizar la
produccnén )

' SOLUCION:
' P(x)- produccuén del agricultor
- x=#de naranjos por drea.
o= P’roduccién media d’e' na‘rar’ijas

;

P(x)= (# Naranjos-por area)(Produccnén medla de naranjas)
P(x)-xz e T : -

" '_Sn x= 60 entonces 2= 400
v S| p- 61 entonces z= 396 ‘

_ 400-396
z- 400-—4(x Gm,entonoes x'; ;-42?4-(645
4(Produccrén medla de naran]as)-400 4(x-60) ' |
' P(x).= x(640 - 4x) : .
’La producc;on delagncultores P(x) 6407( Axd“
Plx)= -4(x’-160x)= - 4(x2-150x+6400)+4 5400
P(x)- 25600 = -4(x-80)* v ’

Punto méximo = (80 25600)




- 92

80' érboles cultwaré el agncuitor para maadm:zat la
produccién enP-ZSﬁﬂQ e e

__ Graficade 'ngj: 640x - 4%’ _» |
i da | 6 T O 1T i T

18.- Los agncultores andmos pueden obtener 2 détares"por
- 'arrcba de papas el primero de .lullo y después el precno
cae en 2 centavos por arroba caa'a dla El prif '
un agricultor tiene 80 arrobas ‘de pépas”éh él'camipo y
estima que la cosecha aumentaré ala tasa, de 1 arroba
~ por dia. Exprese los ingresos del agncultor obtenidos dela
~ venta de papas como una funcién del tiempo en el que se
- recolecta la; cosecha, dibuje 1a grifica' y.estime: cuando

. debera recogerse Ias papas para maxumnar Ios mgre$os

- sowc:éN S
. x:=N2dediasa pamr del 12de julto.i?
‘ f z:= Produccién de papas en arrobas.
P:= precia de upa“arma depapa -~
Ermgreso dei agricultor es: g
 R(x)= {Producci6n)(Precio de ventay
o R(x) p z.
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_Para determinar el precio de venta en funcién de x es:
‘Six=1 entonces p =2 'd,élares.& EONTE

Si x= 2 entonces p= 1.8 délares

1
n = ————-dedcmdem = —-S-

p-.2=-—§( x—1) entonces p=—-;-(x-‘7);~;f,. .

Para determinar la produccién en funcién de x es:
Si x= 1 entonces z = 80 arrobas.

Six=2 entonces z = 81 arrobas.
80-81

de donde m= 1

" 2-80= 1(x 1)entonces z2=x-79

Eli ingreso ‘del agncultor es:

R(x)= (Produccnon)(Precvo de venta)

R(x)— ot (x - 79) (x - 7):

(amisar) ||| -

20

100 : ] \

o / 20 40 60 o X .
|

Se debe cosechar 43 dias después del primero de Julio,
es decir el agricultor debe recoger el 12 de agosto la
cosecha para maximizar los ingreso en 254.2 ddlares.
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19.-

20.-

94

Supongamos que el costo total, en délares de fabricar.q
unidades de un determinado articulo estd dado por la
funcién c(q)= q° - 30g° + 500q + 200, calcular:

a) El costo de producir 10 unidades del articulo.

b) El costo de producir la décima unidad del articulo.

SOLUCION:
a) c(10)=?
c(q) q° 30q +500q +200 -
¢(10)= 10° - 30.10% + 500.10 + 200
= 10%(10-30+50+2)= 3200

c(10)=$3200
b) Costo de la décima unidad = ¢(10) - c(9)
=3200-2990
=$210/f - =

En cierta industria el costo total de produccion de q
umdades durante el periodo diario de produccién es
¢(q)= q’+q+900 délares. En un dia normal de trabajo se
fabrican q(t)= 25t unidades durante las primeras t horas
de un penodo de producc:on '

a) Exprese el cbst‘o _t_otaf de produccién como una

' funcién det.

b) ¢Cuanto se habra gastado en produccnon aI final de la
tercera hora?

¢) éCuando “alcanzara el. costo totaI ‘de produccién
$11000 :
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SOLUCION: Sl 4
a) Exprese el costo total de producc:on como una funcién de t-
c(q) =q*+q+900
q(t) =25t : ‘
c(q) = c(25t) (25t)* + 25t + 900
c(t) = 625t% + 25t + 900

b) éCuadnto se habra gastado en produccién al final de la
tercera hora? :
¢(3)=625.32+253 + 900
- =3.25(25. 3+1+4. 3)= 75(75+1+2)
_ ¢(3) =6600.

c) éCuando alcanzard el costo total de produccién $11000
- a) 11000 = 625t + 25t + 900
625t> + 25t -10100 = 0
25¢ +t—-404=0
(25t +101)(t-4)=0
t=4

21.- Un economista modela ‘él r_nercado de trigo _ mediante . lg;
ecuaciones siguientes: R ‘
D:p=-q+50
O:p=2q+20
Aqui p es el precio bor kilbgrémb e délérés y q e‘s; la cantidad de
kilogramos producidos.y vendidos '
" a)No ‘se'produce trigo; precio = ?
| ok p =>2q + 20
= P=2(0)+20
“ P=20
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. Rpta.: El Punto en el que el precm es tan bajo que no se prodUCe
es (0, 20) ' . .
b) No se vende trigo; precio =7
D:p=-q + 50
P =-(0) +50

P=50|

Rpta: El Punto seria (0 50)

C) Hallando eI Punto de equ:hbno
~ D:p=-q+50 o sq+50=2q+20
.0:p=2q+20 3q030 :
q=10 = Cant. Equilibrio -

= p=-10+50 [p=40| = Precio Equilibrio

Rpta: El Punto. de Equilibrio es (10, 40)

‘P 4 Pm.
Equilibrio

(=R 4
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22.. En cierta. industria. el costo. total, de. produccion de q

rumdades durante.el pemdo dxano d& produccion es.

Cla) = q° + q + 900 ddlares. En- un dia normal de trabajo se

fabrican Q(t). = 25t. umd durante 1as pnmeras t horas de un

periodo de. producclén» ST R i ‘
Clq)=q’ +q+900

Q(t) 25t unid durante last pnmeras horas
a) Coste total = en funcionde t.
f 2 Costo => canttdad = tiémpo
S ca aly ot
C(q(t)) es la funcién costo total que depende de X
clt) = Cog(t) = Claft) = C(25¢)
. ":',5 © Cft)= (25t + 25t+900
- C{t) = 6258 + 25t + 900
b) Al ﬁnal de la tercera hora:
6(3) 625(3) + 25(3) + 900
A ?,g(g) =6,600 ‘

23.- Para ‘animar a los automowhstas @ estabiecer convenios
para transportar pasajeros las autoridades de trdnsito en
determinada drea metropolitana ‘ofrecieron una tarifa especial
,reducsda en los: peajes para los vehiculos que llevaban cuatro o
~més personas Cuanda empez6 el programa, hace 30 dias, 157
vehrculns calaﬁearon para obtener la tarifa reduc:da durante las
horas- de _,maybr trafico por las mananas Desde entonces, la
cantidad de vehiculos que califican han aumentado a-unatasa -
constante y en la actualidad hay 247 vehiculos autorizados.

S

-4
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-“a)  Exprese- la cantidad de vehiculos ‘que ‘califican cada
maﬁana ‘para obtener: la “tarifa 'reducida - como una’
“funcién del tiempo'y dibuje la-grafica: = = = - 't

b) Si fa tendencia continua, ¢Cuantos vehiculos: cahﬂcaran
dentro de 14 dias durante la hora de mayor tréf ico por
las mananas? ot

Solucién.
a) Vehiculos _ ‘Tiempo
157 - . .- 0., entonces (0,157)
247 30, entonces (30,247)
247-157
Hiader et ch

C(t) 247.2 3(t-30). -
C(t) = 3t—90+247 "~
Clt) = 34157

o

400

300 : A

0 i 20 e 40, | o 60 Vaockdo o
s ] e e | i write

iy

b) Sr t= 14 entonces iy
1 C(14) = 3(14) +157: = 199

Se van a caliﬁ;ar 199 vehiculos \dentrp de las 14 horas:
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24.- Una manufacturera ha analizado sus ventas y ha
descubierto que sus clientes compraran 20% més de unidades
_de sus productos con cada reduccién de $ 2 en el precio
. unitario. Cuando elprecio tiene un valor de $12, empresa vende
500 unidades. ¢Cul es la ecuacién de la funcién de la demanda
correspondiente a este producto?, grafique la ecuacién. - ‘

Solucién:

a) Precio - Unidades
12500 - (s0012) 7
10600 - (600,20)
o 20 3
‘ —,soofaoof - 50
D: P-10 = —;6()(‘-600) ;
P‘ = ‘— 33X+22 .
A
P.

v
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| 25 EI sistema de:cobro: dtmmpuestos a la renta.en el pals por la
~ SUNAT esta determinada de la siguiente manera
" Los.habitantes tiene ingresos gravables en sus pnmeros 24000

-soles no.pagaran impuestos. Gl
Las tasas de ;mpuestus para: mveles dei mgreso més alto se dan
: en |8 tabla. R B OIS S PR LS E REis '35 ,’,, - e iR T

.IngresoSGravéble:s;' | Tasa de lmpuestc ;
(uevossoles) | ()

2a000<1<36000 | 5

i>3eooo .18

Si denotamos con | los unpuestos gravables y con T la cantcdad
gravada. Determinar:
a) Tenfunciéndel = -
‘b) Graficar N

 Solucién

‘a)  0<1s24000
= o

iy 24000< »sssooo

b r(;) = T(2400) + 5%(1 24000)
. = 0+ 5%l -1200 -
= 005 - 1200

T(1) = T(36000) + 18%(I-36000)
- =0.05(36000)~ 1200 + 18%(I-36000)
= 1800—1200+18%I—6480 '
= 0181~ -5880

400 —



Modelos Funcionales

La grafica de BT
(o , , 0<1<24000
"T(1) =< 0.051-1200 , 24000< | < 36000
0.181-5880 , 1> 36000

¥y
}s000
,/
1800 . ///
o 24000 _—" J;L
0 2x1074 36?00 4x10"4
] , }

26.-Un pequefio comercio adquiere un equipo por 875 délares.

Tras 5 afos quedara obsoleto y sin valor alguno.

a) Escribir una ecuacién lineal para el valor del equipo
durante esos 5 afos y calcular el valor después de 2 afhos’
‘(tomar t en afios). j

b) Determinar en qué tiempo despues de adquirir el equipo
alcanzara su valor en la mitad del costo de adqwsncnén

Solucién , : :

a) El Costo del equipo es $875 como t es el # afios
transcurridos después de la adquisicion del equipo

entonces
(afio ,costo) de donde se tiene que (0.875)y (5.0)
La pendiente de larectaes m = osfgs = = 175

m = -175, entonces la ecuacion de la recta es:
y—-875= —175 (x-0)
y=-175x+ 875
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el costo despues de dos aﬁos es:
' C(Z) = -175(2) + 875 entonces el costo del equnpo despues de

dos afios es de 525 dqlares

b) El tiempo que transcurre parra que su valor del,équipo

sea la mitad del costo de adquisicién es:

175t + 875 = 8—75-

-175t=8—75- 875

875
-175t v—'-5~;

=2, 5
Alos 2 anos y medlo el costo del equ1po alcanzara la

" mitad de su valor.

27.- Una compaiiia de autobuses sabe que cuando el precio de un
viaje de excursién de $ 5.00, treinta personas compraran boletos;
“cuando el precio es de $ 8.00, sélo se venderd 10 boletos. Obtenga
la forma de punto y pendiente de la ecuacién que corresponde a
la funcién de demanda y grafique dicha ecuacion.
Solucuon ‘
Si P = /.5 entonces x = 30 boletos - (30,5) -

SiP=5/.8 entonces x = 10 boletos | (10 8)

5—8 3

30~= 10 20

. La pendiente de larectaes m =

La ecuacién de larectaes: P—5=— -2—0 (x-30)

_3,.D
20 2
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. .3 19
La graflca deP=~— =X+ — es:

“PA
95

o T 63 %

28.- Supongamos que se da un sistema de coordenadas en.una
unidad de tal forma que hay un bar en (-5.0) y otro en (5.0), donde
las unidades estén dadas en Km. Un bocadillo cuesta 300 sotes en
el bar A, 275 en el bar By el costo de transporte en la ciudad es de
30 soles por Km. Determmar '

a. Hallarla ecuacion del conjunto de puntos de la ciudad tales
que cueste lo mismo ir al bar A para comprar los bocadillos
que ir al bar B. A esta curva se le suele Ilamar curva de
inferencia. :

b. Esesta ecuac;on una funcnon

' Solucnon

Los costos en los puntos A yB estan dados por:

C,=330+30D, = D, «/(x+5)2+y C, —,330+30«/(x+5)2+y
,,=270+301),,=>D,,«/(x+5)2+y c, —270+30w/(x+5) +y

Como los costos enAyB so CA Cs
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3% +30\(e+5F +5* = 270 +30/(x+5F +y*
e o) oo )

4437 +10x+25+ Y  +4[(x+5F + ¥ = x> ~10x+25+ )’ .

| (4«/(x‘+ 5F + y’,)! = (- (4+20x))

=> 16(x? +160x + 400 + 16y* = 16 +160x — 400x’)
16x% +160x + 400 +16y* =16 +160x — 400x” .

1 .
ﬁ(384? = 384x* - 16)?)

La ecuacion del conjunto de puntos de la ciudad tales que
cueste lo mismo ir al bar A para comprar los bocadillos que ir al

‘bar B. A esta dada por la Hipérbola:

XY
i
,‘ ‘* : . '4
\\ | ) i d . //
N £ I e 4

\\ . / |
// -16 | \\h v
Vil I\

/ 5

c) La ecuacién determinada es una hipérbola lo cual no es una -

funcién.

104



-Modelos Funcionales

Iv. EJERGI'CIOS“-”' Falenl -

| Modelos lineales: - Fiymey alopeed ;
1.-Suponga que..un. fabncante de calculadoras t;ene la
funcién de costo total C(x)—17x +3400.y la funcnén de
ingreso total R(x) =34x., rama To euds [

a) éCuales Ila: ecuacnén de fa funcnén de gananma para
las calculadoras? R N Y ol
b) ¢Cuél es Ia gananua de 300 umdades '

2‘ ’Suponga que un’ fabncante de receptores tfe estéreo
" tiene la’ funmon de‘costo total C(x) = 105x +1650 y la
funcxén de mgfeso total fo) *2 15x%. b

a) ¢Cué| es la ecuacién de Ia funcnén de gananc»a para
- .esta mercancia?
.. b) ¢Cudl es Ja.ganancia de 50 unidades? . ... .
3.- Suponga’ ‘que un fabricante ‘de radios tiene la funcién de
' costoitotal C(x)=:43x +: 1850 y la funcién de mgreso
total R(x) = 80x.
- a) {Cudl.es la.ecuacion de la func»én de ganancia para
esta mercancia? PR
b) éCuél es la ganancia.de 30 umdades? Interprete su
resultado. =
- €) éCudntos. radnos se deben vender para evutar perder
dinero?
4.- Suponga que un fabricante de computadoras tiene la
funcién de costo total C(x) = 85x + 3 300 y la funcién
,de ingreso total R(x) =385x.
a) (.Cual es la ecuauén de Ia funcnén de ganancna para
esta. mercanua? bt
b) é_Cuales Ia ganancia. de 351 umdades?
.c) ;,Cuéntas umdades se deben vender para evutar
~ perder dmero? '
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5.- Una funcién de costo lineal es C(x)=5x'+ 250: '
a) ¢Cudl es la pendiente y el intercepto de €?+

‘byéCudles’el ¢osto marginal yqué significa?
* '¢) ¢écémo se relacionen sus respuestas deu)y b)?
d) iCudl es el costo de producir un ‘articulo mas si
-« actualmente se: producen 50 unidades? ¢Cuél es si
actualmente se producen 100 unidades?:

6.-una compaiiia que grafica sus ganancias se da cuenta de
.que.la: relacién entre €l numero, de unidades, vendldas, X;
yla ganancna, u, es lineal, Si la venta de 200 unidades da
una ganancia de $3 100 yla venta de 250 umdades
proporciona una ganancua de $6000 escnba Ia funcrc’m
de ganancia para esta compama '

'7.- Un fabricante, fabrica cascos para esquies. Los costos

fijos de un modelo de casco son $6600 por mes. Los

-+ materiales y el trabajo para cada casco de este modelo

cuestan $35 y a. compaiiia vende este .casco a los
distribuidores en $60 cada uno. ]

-‘a) Escriba la funcién’ de costos tota!es mensuales de
este casco. g e I W

- b) Escribala funcién de ingreso total..

c) Escriba la funcién de ganancia. '

< d)y*Encuentre  C{(200), R(200) y- U(ZOO) e mtérprete cada
respuesta.

e) Encuentre C(300), C(300) y U(300) e mtérprete cada
respuesta SR

8.- Un,fabricante de reproductores de DVD tiene costos
“‘mensuales fijos de $9 800 y costos variables de $65 por
unidad de un modelo particular. la’ t:ompaﬁia vende
este modelo en $100 cada uno. - :

ay Escriba la funcién’ de costos totales mensuales ‘de
este modelo de reproductor de DVD.
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-~ b} Eseriba la‘funcién de'i ingreso- totai

" ¢) Escriba la funcién de ganancia. - o ‘

d) Encuentre: C(ZSO) R(ZSO) ¥ UfZSO) e intérprete cada
' respuesta e i el

9.- El costo total para un fabricante consta de:costos indirectos

fijos de $ 5 000 mds costos de produccién de $ 60 por

- unidad. Exprese el costo total como una: funcnén de {a
cantldad de umdades produc:das y: elabore la gréf ica:

10, La aflhacion a un club de nataclén cuesta. $ 150 por: !as 12

-semanas -de' la_ temporada: de verano. Si:un miembro se

..-afilia después-del inicio de la' temporada, la cuota se
prorratea; es decir, se reduce de manera lineal .- -

‘a) Exprese la cuota de afiliacién como una: funcién de la-
«:cantidad  de semanas -que ‘han transcurrido hasta el
momento eh.que se paga la afiliacién y elabore la-gréfica.
“b) Calcule el costa de una afiliacién que se paga 5'semanas

después del- comtenzo de la temporada

11.- Un:médico posee hbros de medacma que valen$1 500. Para
efectos tributarios, se supone que se désprecian de modo
lineal hasta llegar a cero en un perfodo de 10 afios. Es decir,
el valor de los libros dismintuye a una tasa constante , de
‘manera que es igual a.cero al cabo de 10 de afios. Exprese’
elvalofde los libros como una funclon de! tlempo y e!abore
.- la-gréfica. » ; :

12.- Un fabricaht‘e compra maquinaria por un valor de $ 20 000.
Esta’se desprecia: linealmente, de manera que después de
10 afios su valor comercial serd $ 1 000.
" a) Exprese el valor:de la maquinaria como una funcnén de.
antigiiedad y dibuje la grafica.
b) Calqu&e e! valor de Ia maqumana después de 4 anos

107




Modelos Funcionales

~ 13.- Desde el principio'del mes; una represa local ha perdido
~ agua a una tasa constante. El dia 12, laerepresé teﬁia" 200
-+ 'millones-de galones.de agud; el 21 164 millones.
a) Exprese la canttdad de agua en la represa como una
funcién del tsempo y elabore la gréﬁca ;
b) EI dia 8 éCUanta agua habla en Ia represa?

14 Para . ammar a los autamcvulistas a es&abtecer convenios
~para transportar pasajeros, fas autoridades de transito en
determinada drea metropolitana ofrecieron una tarifa
esaecuai reducida en los peajes, para: Ios vehiculos que
Hlevaban cuatro- ‘0 Mas’ personas. Cuando 'empezd el
pmgrama, ‘hace. 30 dias, 157 .vehiculos: canﬁcamn ‘para
obtener a: tarifa reducvda durante las horas de: mayor

&t =tréfico: por las mafianas. Besde entonces, la cantidad de
ateh:tulﬂs -«que:califican “han aumentado a: una tasa
.rcanstarnite: yenia actuahdad ‘hay 247 vehiculos autemados
(51 a*)x Exprese la cantsdad de vehiculos que cahﬁcan cada

‘mafiana para. obtener la -tarifa - ‘reducida - eomo una
funcién del tiempo y dibuje la gréfica.

b) ‘St la’tendencia continda, ¢Cudntos vehiculos: cahﬂcarém
- dentro-de-14 dias durante la hora de mavor tréﬂco por
lasmananas? buag T 58 ISR AcRgnE dtaed iRl

15. Umpeqﬂeno ccﬂnercm adquiere un eqmpo por 875 dolares
»Fras. 5 afos’ ‘quedara- obsoleto y sin valor alguno. Escribir
una ecuacion lineal para el valor del eqmpo durante €50s 5
afios (tomar t en afios).

a) ¢Cudl es el valor del equipo despuésde 2 afios?
- b) ¢Cuéndu el vaior del eqmpo sefeduce a 1a mltad?

16.- El valor de cserto hbro raro se d’upﬂca cada 10 afios. En

principio, el libro se valor& en$3 y

" a)éCudl-es efvalor demhm a hs%.aﬁes? é,a los 40 afios?

b) ¢Es lineal la relacién’ entre el valor del libro y su edad?
Fundamente surespuesta. otk
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17.- Un fabricante puede producir radios a $ 2 por unidad. Los
radios se venden a $ 5 por unidad y a ‘este precio los
consumidores han comprado 4 000 radios ‘al mes. El
fabricante planea incrementar el precio ‘de los radios y

- estima que por cada aumento de $ 1 ' en el precio, se
venderan 400 radios menos cada mes. Exprese la cantidad
de radios vendidos como una funcién. del precio de venta
del fabricante. (Nota: La cantidad de radios vendidos Y es
una funcién lineal del precio de venta X y su gréfica pasa a
través del punto (5, 4000) ¢Cuél es pendlente‘? )

18. Un minorista puede comprar cémaras a un fabrucante aun
" costo de $ 50 por unidad. El minorista vénde las cdmaras a $
80 por unidad, y a este precio los consumidores han
comprado 40 camaras al mes: El minorista planea reducir el
precio para estimular las ventas y calcula que por cada -
reduccién de $'1 en el precio, se venderén 2 camaras mas.
- Exprese la cantidad de cdmaras vendldas como una funcoén
del preuo de venta ; : .

19.- Dado: R = 15q (INGRESO TOTAL) y

C=10q+30 (COSTE TOTAL) ' v

a) -Grafique la ecuacion de ingreso total y la de coste total.

b)  Hallar el punto de equilibrio y exphque su significado
(para qué valores de q existe ganancna Y para qué
valores de q existe pérdida).

c) La ecuacién de beneficio '0 ganancia se define del
siguiente modo: U = R — C. Halle la ecuacién del
beneficio. ¢ Qué ocurre si U =0?. ' '

d) Graficar la ecuacién del beneficio.

20.-Una distribuidora de azticar fija el precno a 50 soles por
quintal de azicar, la demanda de azucar es de 4500
quintales, mientras que la oferta es de 3300 qumtales Si el
precio se incrementa a 10 soles por qunntal la demanda y la
oferta serdn de 4400 y 4200 quintales respectivamente.
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a) Suponiendo-linealidad en sus ecuagiones determinar la
ecuacion de la oferta y de_la demanda.: o
b)- . Determinar el precio y Ja cantidad de equilibrio.
- €) . Si se graba un impuesto adicional de 2 soles por quintal
-de .azucar. al proveedor, determinar el prec1o y la
«...: cantidad de equilibrio. :
_d) . Grafique en un solo sjstema de coordenadas la ecuacion
; -de la oferta y demanda determinada en a)..

21 Un fabncante co,mpre maqunnana por un valor de
$20000. Esta se deprecia linealmente, de manera que
- después de 10 afios su valor comercial sera $1000. -
a). . Exprese el valor-de la:‘maquinaria .como una funcnén de
. - suantigiiedad y dibuje la grafica. o
b) . Calcule el valor de Ia maquinaria despues de 4 anos.

22.~ Un fabricante; puede vender \cierto producto, a $110 la
~_unidad. El costo total esta formado por- costos indirectos fijos

de $7,500 mas costos de produccion de $60 por unidad. .
a) éCuantas unidades debe vender el fabricante para
alcanzar el punto de equilibrio? :
b) éCual es la utilidad o la pérdida del fabncante si -se
- venden 100 unidades? :
c) ¢Cudntas. unidades debe vender el fabncante para
. obtener una utilidad de $1,250? :

23.- Una determinada agencna de alqunler de automowles cobra

. $25 mas 60 centavos por kilémetro. Una segunda agencia

_cobra $30 mas 50 centavos por .kilémetro. ¢Qué agencna
ofrece el mejor trato?. ,

24.- Una empresa abona a sus agentes de ventas 900 soles por

fo ,aIOjamlento y ahmentacuon, mas 2 soles por cada kildémetro

. de viaje' en coche. Escribir una - ecuacion lineal que

;'_,representa el costo diario C en términos del nimero de
" 'kllémetros de viaje.
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25.- Una fabrica paga asus trabajadores 90 soles la hora més un
“plus de 7,5 soles por cada unidad producsda Hallar una
ecuacion lineal para el salano por hora traba]ada en
términos de la variable x que es el numero unidades
produqdas por hora. ' :

~ 26.- Un pequefio comercio adquiere un equipo-por 875 délares.
El equipo tras 5 afios, quedara obsoleto y sin valor alguno.
Escribir una ecuacion lineal de la desvalorizacién el valor
del eqmpo durante-esos S anos. (t en ar‘ios) .

27.- Una empres'a‘ conStruye un'-alma‘cen por 825000 soles.
Tendra una vida Gtil estimada en 25 afios después de los
- cuales se espera que su valor sea de 75000 soles. Escribir -
una ecuacion lineal para el valor del almacén durante esos '

25 anos de wda utll * v

28.- El nimero.de abonados a una emisora de television por .
cable era en 1990 de 16 millones y en 1996 de 375
millones. Determinar: ‘

‘a) La ecuacion para este caso, sabiendo que en 1990 t=0.
~b) Enel’2002 el nimero de abonados sera?
c) éQué informacion encierra la pendlente de la ecuacnén '
en-este caso?

" 29.- Los agentes comerCiales de una empresa estén obligados a
usar sus propios vehiculos. El costo para la empresa es de
150 délares diarios de dieta de alo;amuento 'més 0.30
délares por cada kilémetro recorrido en el coche Expresar
en una ecuacién lineal el costo diario C en términos de la
variable x de kilémetros recorridos. '
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] MODELOS'FUNCIONALES NO LINEALES
1.-Un estudio de eficiencia del turno matinal en cnerta fabrlca
revela que un trabajador medno que llega a las 8.00 a.m.
habra ensamblado f(x)= x> + 6x* + 15x radios transistores x
horas después, determinar:
- a) ¢Cuéntos radios habra ensamblado el trabajador a Ias 10.00
-a.m.(a las 10.00 a.m., x=2)? ‘
b) ¢Cuéntos radlos ensamb!ara entre las 9.00 y las 10. OO a.m. 7

2.-Un_ fabricante vende Iémparas a'6 délares cada una ‘y a este
precio los consumidores han comprado 5000 lamparas por
~mes. El fabricante desea aumentar el precio y estima que por
cada incremento de un ddlar.en el precio, se venderan 100
Iamparas menos cada mes. Las lamparas pueden produc:rse a-
" uncostode 4 délares cada una.
a) Exprese la utilidad mensual del fabncante como una
funcion del precio al que se venden las lamparas,
b) Grafique y calcule el precio 6ptimo de venta.

3.-Los agricultores andinos pueden obtener 2 délares por arroba
e papas el primero de Julio y después el precio cae en 2
centavos por arroba cada dia. El primero de Julio, un
agricultor tiene 80 arrobas de papas en el campo y estima
que la cosecha aumentara a la tasa de 1 arroba por dia. .
~ a) Exprese los ingresos del agricultor obtenidos de la venta
de papas como una funcién del tlempo en el que se
recolecta la cosecha.
b) dibuje Ia gréfica
c) Estime cuando deberd recogerse Ias papas para
maxnmuzar losi mgresos )

4.-En cierta industria el costo total de produccién de q unidades
durante el periodo diario de produccién es (q)= q* +q+900
délares. En un dia normal de trabajo se fabrican q(t)=25t
unidades durante Ias primeras t horas de un perlodo de
produccion.
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a) Exprese el oqsto w:atde produccmn mmo una tunecén de
to ey : :

b) ¢Cuénw Se habré gastado en producc&én aI fnal de la
- “tercera hora? . 5 ek ]

¢C uanto alcanzara el casto total de produmén $11,QOO?

r""‘f'é .

5. -En c|erto pats, el mpmestombre la renta Se evalua cwno se
_ indica a continuacién. No se paga |mpuesto sabre: ingresos
- < "hasta.10 000 soles. Cualquier ingreso superior a:10 000.s¢les
paga un mpuesta de 10% del-mismo; hasta un ingreso de 20
000 soles. Cualquter ingreso- superior a 20 000 soles paga
impuesto con una tasa de 15%. - :
a) Determine el impuesto total correspondieme T mma
..una funcién detingreso-total | y trace sugrafica. o . .
b) éCudl impuesto corresmnde a-.un ingreso d@ 14, OBO
' soles y otro de 26 ﬁoe solas? fa .

6. -EI sastema de cobm de lmpuestcs a Ia renta en el paas p;or la :
‘Superintendencia . Nacionat - de Admmts&faciéﬂ:eg 'Fﬂbﬂ{arm
“{SUNAT) esté determinada de la siguiente manera:, ' ;-

- Los habitantes que: tienen ingresgs gifavw;‘s:em Sus: pnmeros
32000 auevos soles no pagaran.impuestos. -
‘Las tasas de mpuesto&para*ﬁmeies de mgreso més aiw se: dan

;o en Ia tabia
TINGRESOS GRABABLES | TASADE |
(SOLES) | IMPUESTO (%) |
ate I 32000< 1< 55000 s e 31
c>560m T2

; SHsfen tamos con |’ !os mgresos gravables yeconT ta canttdad~
gravada. Determinar: S
s Tenf&nc«in de!
3) Graﬁcar

e q\js .
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.

- 7.- Supongamos que se da un‘sistema de coordenadas en una
‘ciudad de tal forma que hay un bar en (-5,0) y otro en (5,0),
donde las unidades estdn dadas en Km. Un bocadillo cuesta“
300 soles en el bar A, 275 en el bar B y el costo de transporte
en la ciudad es de 30 sales por Km. Determinar:

a.- Hallar la ecuacién del conjunto puntos de la ciudad tales que
cueste lo mismo ir al bar A para comprar los bocadll&o que ir
“ albarB.

b.- es esta ecuacién una funcnén :

c.- graficar la ecuacnén de la curva determmada en la parte
"a). - P : :

8.- Supongamos que el costo total en délares de la fabricacién
de q unidades de un determinado articulo estd dado por la
- funcién c{q)=q* - 30q* +400q + 500, calcular:
¢)  Elcosto de fabricacién de 20 unidades.
d) 51 costo de fabncacndn de Ia wgéSIma unidad.

9.- Un depésuto para agua, de cuatro metros de altura, esta -
- formado por un cilindro y un cono unidos por sus bases, con
el vértice dgl cono en la parte mds baja del ‘dep6sito. El

cilindro-tiene 2 metros de altura y la base comiin del c:lmdro

y el cono tiene 2 metros de didmetro.

Hallar la expresion algebraica de la funcién que da el

volumen de agua contenida en el depéslto como funcién de
‘ Ia altura del nivel del agua. '

10.- Determme el' preuo “de 'ethbrlo' y ‘la cantidad
correspondlente, de umdades ‘ofertadas y demandadas, si
la funcion de oferta para un determinado articulo es
. S{p)=p* +3p -70, ylafuncnénedemandaesD(p) 410 p

"11.- En cierta mdustna el costo total de producc:én de q
umdades durante el periodo dlario ‘de producaén es c{q)=
q .,+ q + 900 délares. En un dia normal de trabajo se
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“fabrican q(t)=25t unidades durante Ias pnmeras t horas de
“uh-periodo de produccién. :

a) Exprese el costo total de produccién camo una funcaén

‘det:

b) (.Cuénfo se habrd gastado en produecioh al ﬂnal de la

tercera hora?

© ¢} ¢Cuérito alcanzara el costo totai de producdén Sli 000?

12,

Stpongamos -que' el ‘costo 'total,'f’enfdétares de fabricar q
unidades de un determinado articulo, estd dado por la

‘ funcmn c(q) = g* - 30q” + 500q + 200. Calcular:

- @) Elcosto de producir 10 unidades de articulo.

& t_)) El costo de producit la décima unidad delarticulo.

13-

Unia ‘agencia- inmobiliaria’ dispone de un edificio con 50
departamentos. Cuando el alquﬂer ‘es - 380 - d6lares _

 mensuales, fos'50 estan’ ocupados pero con un’ ‘alquiler de

425 délares, la media de ocupacién baja'a 47. Supongamos
que la'relacion entre el precio P del alqur%er v Ia demanda X
es lineal. Determinar: =" ’

~""a) Yna ecuacién fineal que describa x en’ terminos de P.

14.-

(X=f(p)).
b) El nimero de departamentos que estaran ocupados si se
- establece un alquiler de 455 délares.

“d)’ Predecir el numero de departamentos ocupadcs ‘¢con un

alqunler de 395 dolares

un fabncante puede producnr radios a‘uni costo'de 2 délares
por unidad:¢Los radios se vénden & 5 délares cada uno y a
este precio‘los consumidores han comprado 4000 radios al
mes. El fabricante planea aimentar el precio de los radios y
estima ‘Gué por cada incremento de un délar en el precno
se venderan 400 radios menos'cada mes. o

a) Exprese la utilidad mensual del fabricante como una

' func16n del preuo ai que se venden los radios.
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b) Determinar la grafica y a partir de ello. el precio de
~cada radio que maximiza la. utmdad ademés la
. utilidad méxima,. . .- .

15.- Cada unidad de un determmado artlculo cuesta P~4x+40x -
.24 soles cuando se pmducen X umdades. Si todas las x
umdades se vendena este precio. . - .-

- a) Exprese los i ingresos- obtemdos de lasfventas como una
funcién de x.

b) Graficar. la - funcsén -obtenida en a) y deterrmnar el

. mgreso minimo. - s i

16.- Un lmportador de café est;ma que Ios consumcdores Iocales
-comprardn. aproximadamente 0.(!’)»(43?4)/?2 kdogramos
“de café a la semana cuando el precio sea P délares por
_kilogramo. Se estima que dentro de t semanas el prec|o~
. serd P{t) = 0.04t? + 0.2t + 12 délares por kilogramo. v
a) Expresar la demanda de consumo »semanal de café como

. upafunciondet. . :
.. b) Dentro de 10 semanas c,cuéntos k;logramos de café
comprardn los consumidores al importador?. - :
€).. ¢Cudndo . alcanzard . la demanda de cafe 30 37

kllogramos? b B

17.- Un fabncante vende lémparas a 6 dolares cada una y a este
.precio los consum:dores han comprade 30Q0 lémparas por
mes.

El fabricante desea aumentar el precno y esttma que por
_cada incremento. de un. délar_en. el precio, se venderdn
3 '_ 1000- lémparas menos: cada _me! Lag_,;}émparas pueden

i ,.-;k ‘,xarés’e la dtil;ﬁad mensual del fabncante como una
. funcién del precio al que se venden las lémparas. -
b Graﬂqueycalcula el pr@cs@ éptamo devent

18 Una compaﬁna dg autobuses ha adoptado la sugmente :
polit;ca de fijacion de precsos, para grupos que desean
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alquilar los vehiculos. A grupos formados por no mds de 40
personas se les cobrara una cantidad fija de 2400 délares.
" Para grupos conformados entre 40 y 80 personas, cada una
pagara 60 dolares, menos 50 centavos de dodlar. Por cada
_persona adicional a 40. La tarifa mas baja de la compaiiia es
40 dolares por persona que se ofrece a grupos de 80
- personas 0. mas. ‘
a) Exprese los ingresos de la compama de autobuses como
una funcién del tamafio del grupo. )
b) Elabore la grifica. . -

19.-Un agricultor de frutas citricas de Quillabamba estima que si
.se plantan 60 naranjos cada arbol producira en-promedio
400 unidades.de naranjas. La produccion media disminuira
_en 4 naranjas por arbol, por cada drbol adicionalmente -
plantado en la misma area de cultivo.
~a) Exprese la produccién total :del -agricultor . mmo una
.- funcién.de la cantidad de arboles plantados.. -
b) elabore la grafica y calcule la cantidad de. arboles que eI
agricultor deberia plantar para maximizar l1a produccion.
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CAPITULO 3
ALGEBRA DE FUNCIONES |

Seafyg funcnones reales con Dom(f ) N Dom(g) # 4) entonces se

g ~deﬁne '

3.1. IGUALDAD DE FUNCIONES ~

Dos funcmnes fy g son iguales sii soio sise cumple Io sagulente
i) ' Domf{f)=Dom(g) T
i)y fix)=glx)

3.2. FUNCION SUMA

. F+g={(xy)eR?/y = f{x) +g(x), x& Dom(flnDom(g)}
 3.3. FUNCION DIFERENCIA. | ‘
f-g= {(oy)<R* /y = f{x) - glx), xe Dom(finDom(g)} -

3.4. FUNCION PRODUYCTO. o
fg= {(x,v)eRZ/ y= - (x) g(x), xe Dom(f)ﬂDom(g)}

3.5. FUNCION COCIENTE

f

= ={lxy)eR?/y=
g

fx

E ;,g(x)¢0 xe Dom(f)mDom(g)}‘
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-

Ejemp!o

~

1.- Sea las funciones deﬁmdas por ;
f= {(14) (2,5),(3,6), (4,- 6) (s, -5)}

8 = {(0: 8); (1r3); (2:0): (317)1 (4t0): (51 10)}
Determinar: S R
i) f+g ii) fz-g i) /g
Solucidn. |

Dom(f) n Dom(g) = {1 2,3,4, 5}

) e =(17,(29,313, 46,55
i) f2 g = {( 1 19) (2 25) (3, 43) (a, 36), (s 35)}
iii) f/g —{(14/3) (3 6/7), (5 1/2)}

C 2. Sean las funccones def nldas por

g = , xen 4].

ot xebd
)= 3 , xe[35]

Calcular. : T o
i) f+g i) fg. iii) /g -

Solucién.

| Dom(f) [a Dom(g) = [1,2j v [3,4].
Vx+2r-1 , 1sx<2
Jx+3 , 3<x<4
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i)

Qx-1x 1§xsz
(f.8)(x) = TRTNe
3Jx , 3<x<4

i)

(f/e)(x) =

3.6. COMPOSICIéN DE FUNCIONES

DEFINlCION Sea las funcnones definidas por: f: A—>B, y
g:B—>C, tales que Rang(f) » Dom(g) # ¢

La funcién g, compuesta con la fuhcién f, denotado por
gof, es aquella funcién definida por: '

gof = {{xy)/'y = & (f{x)), xsDom(f) }

donde: ,
Dom(gof) = {xeR/xeDom f, f(x) eDom g}
f ' g
A . B C
y = f(x)
z=g(y)
z = g(f(x))

gof
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Propiedades ‘
Consideremos las s:gulentes funcnqnes f,g.hy L.

1.- Asociatlva o
(fog )oh fo (goh)

2.- No es conmutatwa
_ fog;tgof LT

’3 Distnbutiva ; P
(f +gloh= foh + goh
fo(g+h) fog + foh

4.-la funcién lesla |dentidad
" fol =-lof=f

Ejemplol.” . e
Sea las funciones definidas par: .. -

8= «-z.-g@@im),(z,b')‘;(:i;sn

De_termlnar; . Co :
A vit) fol vm) log

Solucion. o nobeen Gl ST dalemid
Dom(f) = {-2,-1,3, 5} y:" Dom(g) {-2,0124},
Dom(f) N Dom(g)={-2} o
i) fg={(-2,0+- 1}={(24)} |

i) 2fg {(-2,2(0) (D)1= {21 o
i) f/g ={(-2,0/(-1)}={(2,0} .~ |
WP a2g = fig={(- z.(off(z)’} {(-z 1))
) fog ={(-2,3),3,4)(54)} Eaigeti
. vi) gof ={(0,1),(4,1)} - (e :
i) fol= {(-2,0),(- 14) 3, 1) (5 1)} f
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Ejemp|02 : ‘
Sean las funciones reales deﬂmdas por T
1 ' f(x)‘ x-1,1<x<4 vy g(x) =~x-2.
Determinar: : L
i) fog i) gof

Solucién.
i)para determmar fog, se debe evaluar que Rang(g)mDom(f) ¢
Rang(g) = [0, +eo y Dom(f) =[1,4] entonces ; ;

Rang(g) M Dom(f) = [1,4] # ¢, existe ’fog #

fog(x) = flg(x)) = { \/;t_—Z )= x-2-1_
fog)=vE—2-1
Para determinar el dominio de fog setuene

x>2 Avx-2¢ [1 4] entonces [2 +oo[ n [3 13]: {3 18]
La funcnén f compuesta con ges: !

fog(x)-\/ l 3Sx518

i)’ ‘Para detenhmar go7f se debe evaluar que Rang(f)nDom(g) # ¢ '
Rang(f)=[0,3] vy Dom(g) [2, +oo[ entonces :
_Rang(f) N Dom(g) = = [2,3] # ¢, existe fog

gof(X) s(f(X)) g(x-ll Jx- -1)-2
gof(X)-J =3

Para determmar el domnmo de fog se tlene
1<x<4 A (x-1) € [2, +oo[ entonces [1 4] N [3 +oo[ [3 4]
La funcién fcompuesta cong es

gof(x) =vx— 35 x<4
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37 nP'Os DE FUNCIONES
3.7.1. _FUNCION mmvaoumvm (uno-uno)

Definicién. Una funcion f :A=> B, es inyectiva si ‘cada elemento‘wl
del domimo de f le corresponde un solo elemento del rango def.
ie.

f enuna funaén inyectiva sii solo si

ﬂa) f(b) entonces a=b a,b eA
Se puede definir mmbién dela ssguuente manera: P
fen una funcién inyectiva sii solo si a=b entonces |
. fla)=f(b} cbn, a,b eA T '

Propiedad.

" Una funcion f es myect:va i la grafca de toda recta horizontal ,
mtercepta a Ia graf ca de la funclén f en un solo punto. f =

Eemplo. SRR i _
Seala func:én f k—-) l'(/ vy éf es una funcnén mVectNﬁ?
‘Solucién. -

Comof(a§ f(b)emmesa +1 bz+1dedondesetieneque
a=b v a--b loqueunphcaquefnoesunafuncnéninyecttva

1 1o 4 B
a—"" W
0,
-4 -3 -2 -1 lo i 2 3 4
| /‘ | s il e it EE
»I | 1 |

La géﬁta de Ia necta%v ¥ mterseca en dos puntos ala gréﬂ&a fo
f(x) =x*+1,lo que determma que fnoes ‘una ﬁmcufn ihyettwa

o 123; _,



3.7.2. FUNCION SURYECTIVA.
 Definicién;Una funcién £::4<3 B, s suryectiva < 1od6 éleménto -
b de B es imagen de algin elemento ade A,

" f es suryectzva siisolosi Vb EB JoeA/b=fla)

Propledad
- Una func:on ffA—>Ben suryect:va si i solosiel Rang(ﬂ =B

EJempio
Sea Ia funcién f: [-1 S 17,51/ flx) = 3- 2x
ifes una funcnén suryectlva'-’ R

Soluci6n. .
Sabemos que el dommlo de f es [ 1 5[ de donde se tiene que
- -12x<5, entonces -7 <3-2x < 5 por consiguiente

el ang(f) ]-7,5; loc Que. amphca que fes surye;twa

G,\‘S{ oL T
) P O N ’, g it
P - H
LI £ 9] X
i -1 0 i b i n 3 y
i T s
? -

- De aquerdo ala graﬁca el Rang(f) ]—7 5] Io que determma que fes'
) suryectwa '

'3 7. 3¢ FuucuSN awscrm.

Deﬁnicién;ﬁ, Un funcién . f: A—-;B es biyectiva , si. i solo si ﬁes

‘;V‘alavez
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3.8. FUNCION INVERSA.

Deﬁmcuon- sea f:A> B/ y = f(x) una funcion myectlva La
funcion inversa de f denotado por f o f* es la funcnon definida
porf :B—>A/x=fy) «—> = f(x)
.Donde: i

Dom(f) Rang(f Y-

Rang(f ) = Dom{f ).

Propiedades.
Consideremos las siguientes funciones myectrvas f g h Y
entonces se cumple lo sugulente

1.~ o -Dela ﬁgura se thne:

2-. (fog)! = glof

3.~ - Si h = fog'entonces f=hog
: h-= f*ogentonces g = foh

4-  lafuncién. fo g 6 gof esinyectiva.
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Ejemplo
1.- Si la funcion f esta def mdo por f ={(1 3),(2 S) (4, 7),(3 8)}
Determmarf 1

Solucién. :

Se observa que f = {( 1,3),(2,5),(4,7),(3,8)}. es una funcién inyectiva

puesto que el 'segundo componente de cada elemento de f no se

repite de donde se tiene que existe f* como:
f={(3,1)(5,2),(7,4),(8,3)}.

El cual se obtiene intercambiando los componentes de cada

elemento de la funcién f, '

2.-Seala funcnén f:R—> R/y=2x+3, Vxe[-2, 1[.
Determinar f™ si existe y realizar la grafica de f, f e lenun solo
sistema de ejes coordenados

: Soluclén ‘
La funcién f es inyectiva puesto que toda funcién lineal es snempre
inyectiva entonces existe f'que est4 definida -por:

f‘iX)=x_ ,xe[-1, 5[

La grafica de las funciones f, f ™y la funcién identidad es:

Ty
4
f(x)= 2x+3
| T
0 L A
-3 -2 -1 o = 3 4 |
3
T TR
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2.-Sea lafunc:on f:Ro> R/y f(x)
’ donde
f(x) (x+ 2)(2x - 7x + 6)(x l)
(x= 2_)(x +x- 2)
b) Determmar 7 si existe 2
c) Graficar la funcnén £ sif? eX|ste reahza; la graﬁca de f y
flenun solo s:stema de ejes cmrdenados GRS

solucian, e

l;afuncaénfal Stmphﬁcar ) = G+ 22 =2)x-1) 7
(x 2)(x+ 2)(x 1)

es equwalente a f(x) 2x —3 x¢2 x#z-2,%x%1 de donde f esuna
funcnén myectwa entonces ex:ste f" que esté deﬁmdo por =

fl(X)-—ig , xeR (—7 -1 1}

; :/:-:v.}. ,‘,--,/. //
RERRRRNL L/ daats
Fw:{;a%,ogy iR & _V L;vj_‘%;_ |
o j 0o 5 1qd
oot .
el A ¥ 5
M// ' (’l)gr //9 -10 ; {
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V. EJERCIC!OS
o ,opsamones con Funcaouss

1,‘ Dadas las funciones: -

jf {(-40),(2 -4),(3, 1), (52)(3 1), (42)}
g=1{(-2,-1), (0, ',1,'.;4), 2,0), (4 5)}
Determinar: 3f+g; 2f-g fg; fogy g ) f

y E Ios conjuntos A..’ {',,15, ,9'2 ,Z' 3 },,, B_; (:;! 0, 3'7} ; s
'funcsén f(x) = 2%:1 - e TR T R
Ha“arf(A)vf(B)

3. Sean: A- {123), B—{123,4} ’ )
' f={ (3 1), (x,3) (2,3)} esuna funcnén de AenB;
g =1{(31), (v,2), (1,3) } es una funcién inyectiva definida
en A ; h={(11),(2, w) 3,2), (8, 2)} es una func;én |
-suryectiva de. B enA. . ...
: ,kpetermmyE yz (x+w)

4. Seanf yg funcmnes defnidas en Qtales que fl2x+1) = 2x-1
y gl)= 3xa, . con aeQ donde (fag) (3) & (goﬂ (a-2).
N Ballarﬂa) A e
5. Dadas las funcconesf(x) mx+2 mao y g(x) 3x- ’

Secumple que | g° [fi(mx)]- £
Hallar E = 21( -1) - g(:l)

6. . Sean las funcionesf g y h deﬂnidas en Q todas boyecﬂvas
s f(x) _.--1

g(x)zax vy h(x) 2%x+a, Va eR talque
(fogoh) (x+1) "2%+3.
- Hallar (hog)( 1) e
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: . (3x+4 , xe[02] i x, xel03]
7. Sif(x)=19. - - 'y gk= 9 -
1x , x€]2,5] 4. , xe[3,6)

Hallar f +g ; gof; fog y construir su grafica para cada caso.

8. Seafi)= 95Ty gl = 2-[x- 1I , xel=25 .
Hal]ar f+g
1

9. Dada la funcrén f] -35 [-)R def nido por f(x)- ——-2—-

determmar la regla de correspondenc:a de. la funcnon g
def‘ mda por g(x) f(l 2x)

10. Sean Ias funciones f(x)= —]x + II

, x<1
(x) {x+1 x>1 C o .
Hallar f +g ; gof ; fog y coiistruir su gréfica para cada caso. "

11.- Si f(x)= x%, determinar dos funcnones para los cuales
(f og)x)= 4x2 12x+g '

12. Sif(x)= x2+2x+3 ;-g(x)=x—-5. Hallar
g & ND+(fe g)(2)(f - 8)(3)—(g°8)(2)
' fg(2)
13-Seafyg dos funcuones cuyas reglas de correspondencia
- estdn dadas por .
f(x)= jx+1 si -3<x<0 | o 3
{l—x si 0<x<2
gx)=1-x", 2<x<3

determinar y graficar {a funcion — .

g
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14.Sea la funcién f con regla de cofrespondéncia: v
f(x) = x+1. Detéfﬁwinar la regla de correspondencia y el
domlnlo de la funcmn fof

L. FUNCIONES PAR IMPAR Y FUNCIONES INYECTIVA SURYECT IVA
Y BIYECTIVA

1.- a) Si el punto (5,3) estd en la grafica de una funcién par,
¢cudl otro punto debe estar sobre la grafica? .
b) Si el punto (5,3) esté en Ia graﬁca de una funcnén |mpar
{_cual otro punto debe estar sobre la graﬁca?

2.- Una funcién ftlene su dommlo en ( 5 5 ] y se muestra una
parte de la grafi ca.

a) Complete la grafica de f si se sabe q‘ue eétéb'e,s par.
" b)- Complete la grafica de f si se sabe que estd es impar.
' YA
5 i adatab bbbt d

N\
=V -

3.-Determinar si f es par , impar o ninguna de las dos cosas, si f es
par o impar, aplique la simetria para‘tr'azar su grafico.

a) f(x)= x* ‘ ' b) f(x)=x’ X k
c) f(x)= x*=x d) f(x)=x73
e) f(x)= x*-ax ' f) flx)=3C+2¢+1

g) fx)= x*+1
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6.- Sea f una funcién definida por:

- 5.-Definir una funcién “f de modo que se’ cumplan
snmulténeamente |as sngunentes condiciones: ' ‘

|) Dom(f) R ,
ii) f(x)=x*-4x +7 Para xe[O +oo[
iii) f es impar .

fixy=]x? —2x+1 si 0<xs<l
Telo 0 sio 1Sx<2
a) Graficar la funcion g con dominio 1-2,0[U]0,2[, que sea
impar y que coincida con f en el intervalo ]0,2].
b) Dar laregla de correspondencia para dicha funcién g.

7.- Sea f y g dos funcuones cuyas reglas de correspondencua‘
" estdn dadas’ por ' i
f(x) =[x+l si ~3<x<0 g(x)’-”: 1‘--”x, ","-2"3x53 .
L -x si 0Sx<2 - ' k
ks f uma funcnén crecnente en todo su domlmo?

g .
Justificar su respuesta.

8.- Considerar la funcién f con regla de correspondencia: .
fix) = _J.C_+l éEs f una funcién inyectiva? Justificar su

x
respuesta.

9.- Graficar la funcién h definida de la sngwente forma:
logz(l x) §i x<l1 :
. hlx)= )
si l <x< 2
X~ l . »
Si el dominio de la funcion h se restringe al conjunto”
[a;1[U]1; 2[, hallar el menor valor real de a para el cual la

funcidn es inyectiva en ese conjunto.
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-10.- Decir si las siguientes: afi rmaciones son verdaderas o falsas.
Justificar su respuesta. .~ - - e
a) Sif: [a; b]>R es una funcién myectlva, entonces f es
una funcion creciente en [a b].

b) Si f(X) sen” (2x+3)+ ” , entonces Rang(f) lzr l

1l FUNCION INVERSA

1.  Hallar f *(x) si existe para la funcién definida por

o (x+1, w0
- f= et sd S
, x2+1 , x>0

2.- Dada la funcién f: ] -o0; a]—>R definida por f(x) = 2+ 4% +1
a) Determinar el mayor valor de a para que dicha funci6n
~ admita funcién Inversa.
W b) Hallar la funcién inversa, determmando su regla de

o .' correspondenuaysu ‘dominio.

3. Encuentre la inversa de cada una de las funciones siguientes. Si
existe la funcién inversa en cada caso dnbu;e las graficas de la
funcién dada su inversa yla ldentidad enun mlsmo sistema de
ejes coordenados.

a) f(x)=-3x-4 b) f(x)=‘w/3x-—4‘
c) 4x2-9y=36 d) f (x) = (3-2x)?
e)
\ f() {-—-Zx +8x-7 i x<2
¥ 2+J;c-:— .‘" x22
f) fix)=-2¢~6x-5, Dom(ﬂ:]-w;‘-%l' '
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CAPfTULO 4
 DERIVADA DE FUNCIONES REALES -

41 LA DERIVADA

Definicién.- Consvderemos la funcion definida por f:RS> R /
= f(x), si xe Dom(f) entonces la“deérivada de-la .
funcnon f con respecto a x denotado por f’(x) esta
definido por: -

IR £i9= pig LD

Slempre que dicho hmlte exusta
Ejemplo

Determinar la denvada de la funcién deﬂmda por f(x)- x+1.
‘Solucion:

Sabemos que f'(x) Lzmw entonces tenemos

que:

f'(x) = Lim
fx)= hm(l)-l R
f(x)=1

(x+h+D)~-(x+1)
P :
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Dérivadas

Si x es un namero pérticular cuyo valor es x = a del
dominio de f, entonces la derivada de f en‘este punto denotado
por f (a) estd definido por

f(a) me

SRR RIS YR
siempre que dicho limite exista y es finito 6 en forma
equivalente se define la derivada en un punto si se realiza el
siguiente cambiode'variable' a + h = x; entonces: /- ¢ <. -
f’(a) = le f(xl)—f(a)
a

X -a x -

Siempre que dicho limite exista y es finito.

Emmplo. :
Calcular la derivad de fen el punto X=3si f(x)— X +2

-

Solucnén:
vy i JO) = F(3)
S (3)-{:1_')'31-——-—;1—_3—*

ISP TP
=Limx‘+2 (3°+2)
x,—3 x‘..]
2-—
= Lim2 2
n-3 x, —1
= L GG+
X3 xl_]
= Lim(x, +3)
T X

~PB)=6
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4.2, DIFERENCIABILIDAD Y CONTINUIDAD

_ El procedimiento de calcular la derivada de una funcién
'se denomina d[ferencidcién esto es, la diferenciacién es la
- operacién mediante la cual se obtlene la funcién £ a partlr de
la funcion f. :
Si una funcién tlene derivada en x;, se dice que la funcion es
diferenciable en x;. Una funcién f es diferenciable en un
intervalo abierto si es diferenciable en-cada numero del
intervalo. Si la funcién es diferenciable en cada ndmero de su
dominio, entonces se dice que es una funcién diferenciable.

Ejemplo 1

La funcién f : R— R /-f(x) = x’+2-tiene como derlvada ala
funcion f(x)= 2x. Como las funciones f y f tienen como
dominio el conjunto de-todo los niimeros reales entonces f es ,
una funcién dlferenCIable en todo su domlnlo

Ejemplo 2. .
Consideremos la funcidn f definido porf IR——) R / f(x) = «/_ ‘
" cuya derivada es la funcién f'(x) = ——, La fuhciérijf‘t’ienen
R . \ ' 33 [xZ ; i iy B
como dominio. el conjunto de todo los nimeros reales y la
funcién f tiene como dominio el conjunto de todo los nimeros

reales excepto el numero x=0 puesto que f(0) no existe. Por lo
tanto la funcion f es una funcién diferencial en el conjunto R-{0}.

TEOREMA.
Si una funcion f es dlferencmble en un numero x,, entonces fes
contmua en x;.

Observacion.

Lo reciproco del teorema no suempre se cumple es decur no toda .
funcion continua es diferenciable
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Ejemplo :
La funcién definida por fx) = |x| es una funcién continua en

todo R, sin embargo no es diferenciable en R puesto que no es
derivable en x = 0 es decir f(0) no existe.

e 37

3]

-3 2 o1 lo i 2 3
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Sa f(x) = x, x < 0, entonces f'(x) = 1.
Si f(x) = x, x < 0, entonces f'(x) = -1.
Como f,(0) =1yf(0) =-1 entonces f'(0) no existe

4.3.- DERIVADA LATERAL.

Definicién.-
1. Sila funcnén f estd definida en xl, entonces la derivada por

~ la derecha de f en x; denotado por f', (x,) esta definida
por: - ’

_si existe el limite.

f (x‘) le f(X) f(xl

x—)x, X — x‘

2. Sila fur;cién f esta definida en X, entonces la derivada por
~ la izquierda de f en x; denotado por ' (x,) esta definida
por: ' . ! , e
o x)—

X=Xy X - ,x,‘1

si existe el limite.

o
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T et T

‘ ‘Deﬁnidén Unafuncidn f es dxferencnab!e en x1 si exlstemias
. denvadas laterales y son |guales
i.e

' f es déferenc:able enx = x, si ysato sr f ! (x;) % f ! (xl) —f'(x,)

 Seala funcnén f defi mda por e
P

_x-—2 si- x22

Determ‘ine' sifes &iferéqciable enx=2.

'Solumén. \
La derivad-a de f en X :2 ‘
’ 2x s x<2

' Para determinar la derwad ade fen x -2 se utillza 1as denvadas

- Iaterales tales como

1
2)=Li :
70 e S .
La derivad a de fen x =2 no existe

SR )

 TEOREMA. N

Sifygson funcmnes dlferem:lables enxe Dom (f al} enton'
se cample:* e N

. o X rg)’(x)- PO £
o2 (f.gr(x)sﬂx)g(x)f f0gty)




‘3:&":?*f(cf‘)’z'k)scf*ex-);-f

e (f P x:‘(x)g(x) @ g\(,()M:_ -

44.- DERIVADAS DE ALGUNAS FUNCIONES BASICAS e

. Seay= f(x) una func:on dlferencmble en x = Dom(f)
. entonces se tiene que :

l-y=c . enfgqnc’es y’=vd
2-y=x entq_qgés. Y =1 e
: 3- y=x" éntonces Y =nx™?
4-y= oy entonces y‘= v—%x‘f”v |
TEQREMA REGLADELACADENA
" S:ila funciénf es d{ferenciabié en's y la‘funcién g es diferenciable
en -f(x), entonces al funcién compuesta gof es dlferencrable en
X,y (BOf )'(X) g (f(x)) f’(x)
. Ejemplo.
Determinar la derfvad dela funcléﬁ y= (x2+x-1)23
Solugién. -

Consuderemos ia funcitn u f(x)- X +x~1 e y= g(u) de donde
se tiene que

g(U) g(f(X)) gof(x), entomes

(gof)’(x) 23(x%x- ,1)”(;“1)
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4.5.- DERIVADA DE UNA FUNCION IMPLICITA. -

Una ecuacién E(x,y) =0 define a y implicitamente en x, si existe

una funcién f: R >R/ y = f(x) . Si tales funciones son

diferenciables :entonces para determinar'y’{x) se procede de la

siguiente manera.

1.- Derive ambos miembros de la ecuacién con respecto ax.

2.- cada vez que se derive los términos que contiene y, utilice la
regla de la cadena puestoyes una funciérdex.

- 3.- Despeje algebraicamente y’ en la ecuacién derivada.

Ejemplo.

Hallar y' si  (x +4y3)4 = Xy
Soluciéon R e Ner SRR s bt
aeay) ey 3yt adyy
4(x+4y3)® (2x+12y%y’) =3 x%y? + 2%y
o 3 -4
y A8y (P +4y’) 2%y .

4.6.- DERIVADA 'DE FUNCIONES TRIGONOMfT RICAs.

- Seau= u(x) una funcion diferenciable en x e y = f(u) una -
funcién diferenciable en u entonces se tiene que

1- y Sen(u) entonces y’ Cos(u) u
2.-y=Cos(u) entonces y' = -Sen(u) u’

.f,"—,‘y =Tan(u) entonces y’ =Sec’(u).u’
4.-y=Ctglu) enfonces -y’ =-Csc¥{(u).u’
5.-y=Sec(u) entonces Yy =Sec(u)Tan(u).u’

6.-y=Csc(u) entonces y =-Csc(u)Tan(u).u’
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4.7.-

4.8.-

‘4 y = Loga(u) entonces y'=

DERIVADA DE FUNCIONES EXPONENCIALES Y -
LOGARfTMICAS :

Sea u= u(x), una funcnén dsferencuable enx ey= f(u) una
~ funcién dlferenaable en u entonces se tiene que:- :

1.- Y,=¢: entonces ~y’/:.e v

B

2- y=a' (entycncés‘, y=a" Ln(a)
s coad o
3.- y=Ln(u} entonces y'=—u"
' u

1
uLn(u)

DERIVADA DE FUNCIONES TRIGONOMETR!CAS
INVERSAS

Seau= u(x), una funcién diferenciable en x y y = f(u) una
funcién.diferenciable en u entonces se tiene que: ‘

1- y= ArcSen(u) entonces y \[___— |u| <1

2.- y=ArcCos(u) entonces y'= — u', u| <1
; 1- u2
. ' ' ‘ 1 Yy
3.- y=ArcTan(u) entonces. y'= SU
. - 1+u
o o 3 : T ' 1 '
4.- y=ArcCtg(u) entonces Y'=—-——u
: . 1+u”
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-5.- y=ArcSec(u) entonces yTTTT
. _— S juNut -1

6 y=ArCS ()v | Y= 1 ‘u"
.~ Y= Arcseciu entonces - :

R
4.9.- DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR:

Sea una funcién f definida por f: R —R/y = f(x).
Si f es una funcién diferenciable .en x entonces existe la
derivada de f-con respectoax denotado por f y'definida’

f(x) Lim f(_"ii)_f@ si existe el imite

. Si f‘ es una funcién difergnciéble en x, entonces existe la
derivada de f con respecto a x denotado por f’ y se’denomina
segunda derivada de f con respecto a x, definida por: -

A0 - Lin TG+ ’2 ~L"®) i existe el limite.

Si f” es una funcién diferenciable en x, entonces existe ‘la

derivada de f”’ con respecto a x denotado por f'”’ y se denomina

tercera derivada de f con respecto ax, definida
por:

f "'(x) L f ”(x+h) / "(x) ;s elﬂlin‘1ite existe.

.~ En forma anéloga se puede deﬁmr Ia n-ésima derivada de la
funcion f con respecto a x denotado por f”(x) y definida por:

f(n)(x) le f(”_l)(x+ h) f(”ul)( )

p ,si exuste el limite.
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NOTACION:‘ ©y=f(x)=fx)

d"y o d"f(x) = f®
L ¥ R f ( )
Ejemplos.
.oq2 __
 Hallar ‘%ﬁi si y=(C+3-5)
Solucién.

y' =-2(x 3+3x S) (3x +6x) |
y =2(3x +6x)2+2(x +3x%-5) (6x+6)

4.10.- DERIVADAS DE ECUACIONES PARAMéTRICAS

Consideremos dos funciones f yg dlferencaables ente [a b]
tal que:
x = f(t)
y =fit) :
“Que viene a ser las ecuaciones paramétncas de la funcién

y = y(x). ,
dy

La derivada de y respecto de ax denotado por —, estd
definido por: Q = %
efinido por: & ‘:;
‘La segunda derivada de y respecto a x esta defmldo por.
d y — d (dY) (d)’)
dx2 '

dt
o en forma equivalente se tiene que: '
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Ejemblos
1.- Hallar % six=t?+1; “y’--it"f +2t, en el punto t=-2.
Solucién. |
d .
_y'=3t2+,2 , — =2t
t dr.
dy 3t°+2
dy?

2.- Hallar o si x=Cos(2t) ; y=Sen’(t).
" Solucion. ‘ ‘ '

L4 = 2Sen(t)Cos(t) = Sen(2t) Ty =-2Sen(2t)
dt , , dt S

Q = M)— ‘de donde se tiene que: g}:—}»«':— —1~
~dx —28en(2t) o odx 2
Ay w@
Sabemos-que - :;dx2 B rentonces =

. ar
dzy _ dt -3)
» dx? —28en(2t)
2 . .

el ejemplo anterior se puede resolver utlhzando la relacnon

2 ady &
dy__d, 4t dt at

(4]

d? y_-= 28en(2t).2Cos(2t) — Sen(2¢t)(— 4C0s(2t))
dx? : (=28en(2t))’ -
d*y B

i
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VI

144

EJERCICIOS

Usando definicion de deriVa'da, Determinar f’ (X)

1.
2.

V. 0N & s

f(x) =5
fix)=3x+8
f(x) = 4 - (x-3)

fx) = Vx2 +4

fix) = (x-1)*2

fix) = 4 (2x-5)*2

f(x) = sen (x) + cos (x)
fix)=e*

f(-x’)j= Lnx

10. f(x) =-cotx—X

Usando la definicién de derivada en un punto calcular f'(a)

1.

f(x)=3x+—6; ; a=1
x .

8 .
flx) = —— ; =6
(x) <—2 =6

=21 ;a=a

| Jx
f(x) =Ln (x+1) ; a=1

f(x) = e**? ;a=0
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HIL.. Hallar las constantes ay b, sies f es diferenciable en x,. -

' = M2l
1 f(x)=1 o L %=1
ax’+b  |d<1

. x2+bx+6 ’xsz ~.
2.‘ a I. x0=2

, ax3+4x2 ’ x<_—;— L
3 f(x)l=< ; 1 ’xo_-ﬁ; “
bx—3 ’ X 2 ~—
9 ‘2
',x3+1 ‘,x<1
4 f(x)=<a\/;+-_— ’xZI' -
L X

x*Lnx x>0

5. fx)= { a x50 o

6 f(x)=1% F1 xs2
’AX+B >2 T
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- IV. Usando reglas bésicas de derivacion y la regla de la cadena.t
Hallar £(x) - |

1. f(x)= Cos( 3% - 1)
2x+5

Arc Cosx ’

2 ()=
3. f(x)=Ln(x+\/;2—+—1)

4. f(x) = Ln(senx)- % seﬁ 2 (cos x) . R

s f(x)= -Ln(x:"«;en(x2 + 1))
6. f(s)=+iarix + Serfx
7. f(x)= (1 + i:os(x2 + 2x»l4 .

8. f(x)—x/x+ x2+1

x-1

9. f(x)= (x 1 x+l‘

x+1++1-x

10. f()'J R
11. f(x):{x —9|

12.y=Arc sen (sen h x?)
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cschx + coth x
cschx —coth x

13. f(x) =

14.f(x) = 47

15 f (x)= Ln( ;_ X )

—-X

16. f(x) = Sen® (Sen’ (Sen x))

17. (x) = sen (cos’x) - cos (senx)

18. f(x) = Ln>x — Ln (Lnx)
19. f(x) = Sen ((sen’ x” + 1)")

20.y = 2" 4 (1-Arccos 3x)?

. Derivacion implicita. Hallar y’(x) para:

Xy+y'x=10 enP(12)
xRy _2y=2 enP(n/2,1)

xR -y _2y=2 enP(1,-1)

x = sen (y?) + 2y*

y/x+ e~ (y/x)*=0

<+ Ln'(XZV) +3y)+3y*=2x" -1 ;

e'=x+y

Y (x+y) =x—y

xy = Arc tan (x/y)

© ©® N OV oA W e

10. xcosy—seny +cos2y=0
11. Y- 233 + 3y —=x°=5
12. .[Jay +2x=+/4
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‘13. y—x=arctany -

14.

X 4
y -
| «/” y+«/_ ,

16. x

17. y=X

18. y=x"

19, y=x"-2*- ¥

20. y = (sen x) *"*

21. y= (xz_'_ l)senz

2. y= 2x‘/;

' ) X
23. 'y =(cosx)?

. X
24, y=e™

25. y= xLogx(x +3x—l)

26. y= Log(x.-s)(i?‘ - 3x+ 4)‘,,,»
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VI. Hallar la derivada n—ésima de y=f(x). si:

1y_l+x
1-x

1v
2. = ——
Y x2—3x+2
3_y‘___;_eax,

4.y = sen X + oS X
5. y=~x

6.y=(ax+b)"

ax+b ‘
7.y = i

cx+d -
8.y=_.___§.)£;5_._...

2Xx°+x-6
9, 4x2 +3x+5

x> +2x2-x=2
. 3
10. ___2x -10x+43
/&) x2-4x-5
o 3_10x
' 11. f(.x)=2x2 10x +43
X“-9x+20

VIl. Hallar g—i de las siguientes funciones dadas en forma
paramétrica. - -
T y=a!1-t2’
1+t2 7T 1482
2. x = a(t sent + cost)
y=a(sent-tcost)
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3'x=Arc cci)s(“1 )
Je+1)

y=Arc sen[ ! )
N+t

*

4.x=2cost+1
y=3sent

5.x=acos’t
 y=asen’t

VIII. Hallar —&—xz—%’— de las siguientes funciones dadas en su forma
paramétrica
1. x=Int .
y=t
2. x=Arc(tant
y=ln(1 +1)
3, x=acost
y=asen’t
4. x=cos2t
' y= sen>2 t
5. x=Arccos «/{

y=t-t*
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CAPITULOS

" APLICACIONES DE LA DERIVADA DE
FUNCIONES REALES

5.1.- RECTA TANGENTE, RECTA NORMAI. Y ANGULO ENT RE
DOS CURVAS. '

Deflmcsén -Sea la ecuacién de Ia curva I, y f(x) y f es
diferenciableenx=a

1.- La ecuacion de la réc_ta tangente L, ala graficade la curva{
en el punto T'=(a, f(a)) esta definido por:

Lt: y—_-”f(a) = f'(a)(x-a).

2.- La ecuacion de ia recta normal Ly a la grafica defacurva{en
el punto T =(a, f(a)) esta definido por: :

by g
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Yy 1

f(a)- :

0} /ﬁ(b‘.()) A('a,iO) 'C(CB'\ Tx

De la figura anterior se definen los siguientes segmentos:
BT : Longitud de la tangente

CT : Longitud de la Normal

BA : Longitud de la Sub tangente (Sy)

AC : Longitud de la Sub Normal (Sw)

- Cdlculo de la coordenada B(b.O).

, Como B(b.0)e L, entonées se tiene que:
0 - f(a) = f(a)(b-a)
b=a- fj:’(ﬁ)— ;
f'(a)
- Célculo de la coordenada C(c.0).

" Como C/(c.O) €ly entonces se tiene que:

0-fla)= —

(c-a).

f(@

c=a+ f_ka) f(a)
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Célculo de la longitud de la tangente (BT).

BT =d(B,T)

= J(6-a)’ +(0- f(a))’
_ [ f@
\/[ Fa )J +r@F

Por consiguiente tenemos que la longitud de la tangente es

\/1+[f(a]2

Célculo de la longitud de la Normal (CT). -

J(@@)
f'(@

AT =

CT= d(C T _ '
= J(c-ay +(0- f(@))".
- r@r@F+lr@rF

Por consiguiente tenemos que la longitud de la normal es

e = [f@N1+[r@F

- Calculo de la longitud de la Sub tangente (S;) ‘

BA=S; =d(B,A)
= \J(@a-b)* +(0-0)
=|b-a '
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Por consiguiente tenemos que la longitud de la normal es
a

5 -|/@

f'(@)

- Célculo de la longitud de la Sub Normal (Sy)

AC= SN = d(A,C) i
= J(@-¢)* +(0-0)

=la-d

/- .
Por consiguiente tenemos que la longitud de la normal es’
Sy =|f(@)f'()
5.2.- ANGULO ENTRE DOS CURVAS
Sea la ecuacién de las curvas {i: y=f(x) y G:y=g(x) confyg
diferenciables en x =a, la medida del dngulo « que forman la

grafica de las curvas {; y {, en el punto de interseccién T(a,b)
esta definido por : '

_ fa)-g'(a)

T =T F@g @
ya

=1t

fle)=g(e) {--------> y=g)

Vv
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5.3.- VALORES MAXIMOS Y MINIMOS DE UNA FUNCION

Def’ mcu.'m Sea f: R—>R/ y = f(x) una funcnon cuyo dominio es D
yaeD entonces 2

-1) Se dice que f presenta un mdximo valor absoluto en x = a,

si V xeD, se cumple que
f(x) < f(a) donde f (a) se denomma el maxumo valor
absoluto de f : '

2) Se dice que f presenta un méximo relativo en x=a si existe
un J >0 tal que
f(x) < fla) V xela- 5 a+ o[ donde f(a) se denomina
maximo relativo de f.. :

Definicién: Sea f: R—>R/ y = f(x) una funcién cuyo dom_inio esD
y a € D entonces: :
1) Se dice que f presenta un minimo absolutoen . x=a si
V x €D si cumple que f (a) < f (x) donde f (a) se
denomina minimo valor absoluto. "
2) Sedice que f presenta un minimo relativo si existe un
d>0talque f(a)< f(x)V xe Ja-J,a+J5 [ donde f(a) se
llama minimo valor relativo de f.

OBSERVACION:
. Si f(a) es un valor maximo o minimo rec:be el nombre de
EXTREMO RELATIVO DE f o VALOR EXTREMO DE f y el
~ punto a se denomina PUNTO DEL EXTREMO.

TEOREMA DEL EXTREMO ESTACIONARIO.

Sea funa funcién real tal que cumple:

i) f(a) es.un extremo relativo de f
i) f es diferencnable ena.

Entonces f'(a) = 0.
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PUNTO CRITICO

Definicion =~ Sea f : f: R—»>R /y =-f(x) una funcién cuyo
~ dominio es D. aeD es llamado punto critico de

f o punto singular de f si: -

f{a)=0 6 - f(a)no existe

Ejemplo. oo
Hallar los puntos criticos de la 5|gu1ente funcnon

f@x) = —(2x3 + 3x?2 —-36x+6

Solucién.

fx) = l(2x3 + 3x2 — 36x + 6 entonices f(x) = x> +x—6 .
P(x)=0 entonces (x+3){x-2)=0 k

P.C.= {-3 2}

TEOREMA DE ROLLE.

Sea f: R—+]R/ y =f(x) una funcnon definida en | —{a b} tales
que se cumple que;

) ~ fes continua en [a,b].
ii) f es diferenciable sobre Ja, b[
- i) f(a) = f(b) =0.

Entonces existe al menos un ¢ € Ja,b[ tal que f(c) = 0.

y)\

(=)
1
of--e----1
o

’ NV
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Ejemplo

Sea la func:on f(x) = V 3x . Verificar que la funcién f
satisface o no el teorema de Rolle en elintervalo [0, 3] -
Solucién.-

4
La funcién fix) = A - 3x es contlnua enxe [0, 3]

La funcion f es dlferenC|able fl(x) = gxa - —7 enxe ]D 3{

f(0) = f(3) = 0, entonces existe unc €]0, 3[tal que f'(c) 0

14
3_

z-
3

es decurf )= % 0

JC

f ) = 423 = 0 entonces existe un ¢ = %e 10,3
3x§ ‘ »

TEOREMA DE VALOR MEDIO.
Sea f: R—)R/ y =f (x) una funcnon contmua en [a b] y

dlferenaable sobre ]a b[ entonces existe un ¢ € ]a b[ tal

QUe f(c) = M
b-a
yA R
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F.jemplo :
Verificar que la funcién f(x) = x - xX° cumple la hlpétesns del
teorema de valor medio en el intervalo [-2, 1] y calcular el valor
de c tales que se cumpla (e = WAVEFA )

K 1- (-—2)

Solucién.-
La funcidn f(x) = x- X’ es continua en xe[ -2,1]

Es diferenciable f(x) = 1 - 3x%, enxe]-z ,1[ tal que:
f()-f(=2)
Q== " :

ey = TDLED)_ 0-(248) e
f'(c) = PR 3 entonces f'(cy=-2
Como flc) = 1—3c entonces 1-3c = —2 de conde se tlene que
c=-1€]2 1[ ' |

TEOREMA: Sea f : R >R una funcmn denvable en xe]a B[
entonces:
i) Sif (x) >0,Vxe ]a b[ entoncesfes creciente en ]a b[

i) Si f’ (K <0,V xe ]a b[ entonces fes decreciente en k, b[
‘E]emplo ‘ '
Hallar los mterva|os "donde Ia funcuén f es creciente y
decrecuente
_ f (x) = x° — 5x> —20x -2
Solucién. |
Derivando la funcién f (x) = x* = 5x° -20x -2 se tiene que
f'(x) = 5x* - 15x* =20 = 0, entonces x* = 3x* -4 = 0
(}*-4)(x*+1) = 0 de donde se tiene que P.C ={-2,2}

Como f(x) = 5(x*4)(x*+1) s
F(x)>0, Ff(x)<0 -, f(x)>0

TN R e

" fes creciente en Joo,-2[UJ2,+o0[.

. -fesdecreciente en ]-2,2[
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54.- CRIfERIOS PARA EXTREMOS RELATIVOS

. 1.-TEOREMA (Cnteno dela Prlmera Denvada) :
Seaf: f: R—>R/ y = f (x) una funcion defirida en el mtervalo '

I=]a,b[y celdondecesun punto critico de f con f
continua en x = ¢, entonces: N

i) Si f’ (x) >0,V xe]a,c[ y f(x)<0,V xe ]c b[ entonces
f(c) es un méaximo relativo de f.

i) Sif (x) <0,Vxelacl y f (x) > O,V,xe/],c,b{' .entonces.
f(c) es un minimo relativo. _

m) Sif (x)>0 Vxe]a,c[ y f’(x)>0 Vx € lc,b[

6 . .

f(x)<0 Vxe ]a,c[ Y f'(x) <0 Vxelgb]

entonces f (c) no es maximo ni 'minimo relativo.

2.- TEOREMA (Crlterlo de Ia Segunda Derivada)
Si f es una funcién tal que:
i) f tlene derivadas hasta el segundo orden en ]c-8 c+d [
i) ¥(c)=0
iii) ' (c) 20

, Entonces se tiene: _
1) Sif” (c) < 0 entonces f (c) es un méximo relativo de f.
~2)Sif"(c)>0 entonces f (c) es un minimo relatlvo def.
3) Si f” (c) = O falla el criterio. ~
Ejemplo. Nt o = '
Hallar los extremos relativos y graficar la funcién fsi: B

f(x) = 3x* + 4 + 6x2 — 4
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Solucién »

Primero se determina los punto criticos para lo cual de deriva f
como: F(x) = 12x° +12x* + 12x de donde se tiene que

f’(x) 12x(x* +x+1) 0, entonces P.C. = ={0}

< f'(x)<0 . f'(x)>0 >
- NS e

Existe un minimo relativo en x = 0 cuyo valores f(0) = - 4

- Grafica della funcion f(x) = 3x* + 4 +6x* - 4.

1 - I

i
NN
O I A

L 203

Vi

Tarea para el lector.
- Determinar Ios extremos relativos de la funcnon fy graﬂcar si:

a) fix)=x*-3xC+3x3+1,
_ 4.1 .3 3
b) f(x)=x $X 53X

TEOREMA: Sea f una funcién definida en [a,b] entonces:
1) Sif (a)>0-> f(a) es un minimo relativo de f.
2} Sif (b) <0=> f(b) es un méximo relativo de f.
3) Sif (a) < 0= f(a) es un méximo relativo de f.
4) Sif (b)>0-> f(b) es un maximo relativo de f.
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Ejemplo.

Dada la funcién f(x) = —x 2x + . Hallar todos los extremos
relativos de fen [2,6] y graﬁcar ‘
Solucién. :

Primero se determina los punto critico‘s para lo cual de deriva f
como: f(x) = x- 2 de donde se tiene que - ‘
f(x) =x-2 =0, entonces P.C. = {2}

| 1
| 2 v 6
Existe un minimo en x = 2 cuyo valores f(2) =2

Existe un méximo enx =6 cuyo valor es f(6) =10
La graficade la funmén f(x) x 2x +4, es

| fo [

f—d”

- Ejemplo.
- Hallar los extremos relativos de f si:
a) f(x)=(5-x) (1+x)*

, Solucién

o f(x) = (5-x)%3 (1 +x)

f(xj__%”x Y5-9" , entonces Fyet=x
no R/5-x 3%/(1+x)2 : m
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- Los puntos criticos son: P.C.= {0 1,57}

X)>¢i’(x)>q f’(X)<O lf’(x)>0|i’(X)
/'0/' W 5 Pl /

)= (5-xP (A -
f(0) = (5 - 0)% (1 + 0)*3,, entonces f(O) (5)2/ 3
f1)=(5-1)2(1+1)*®
f(1) = 23\/2 , entonces * f(1) = 3,174
f(5)=(5-5*(1+5®
f(5)=0 )

£7)=(5- 7)2’3 (1+7)%3, entonces f(7) 2 x/—
f(7) = 3,174
Existe un maximo relativo en x = 1 cuyo valor es f(1) 3 174.
Existe un minimo relativo en x = 5 cuyo valor es f(5) 0
- a) La grafica de la funcion f(x) = (5 - )3 (1 + x)"%es
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Observacién.- Para determinar ‘los'.'-'ext're"rr_li)s’t relativos de una
funcién se tiene: ‘ ’ '

- Problema

y=fix)

- .Puntos critic‘os; 1 T *(a)>0
f(a)=0 v f(a) A — 71 f’(a)<0

y

"~ _Intervalos de
crecimiento o
decrecimiento

A

Extremos
- relativos

-~ 163



Derivadas

5.5. CONCAVIDAD Y PUNTOS DE INFLEXION.

5.5.1. CONCAVIDAD HACIA ARRIBA.

Definicién.- Decimos que la grafica de . hna ’funcién f(x) es”
céncava hacia arriba en el punto (c, f(c)) si se cumple las dos
condiciones siguientes: ,

i)
i)

i.e.

xnste f(c). ¥ .
Existe un intervalo abierto | que contiene al punto c,
tal que para todo x#cen | el punto(x, f(x)) se

_‘encuentra arriba de la recta tangente LT a !a grafica
: ~de fenel punto (c, f(c)).

La grafica de f es céncava hacia arriba en (c, f(c)) siy solo si

f(x) > f(c)(x-c) +_ f(c), ng I-{c}.

A

y ,
y=f(x)
g' Lrif(x) > f(c)(x-c) +f{c)
0 ~ Intervalo ; . '
abierto 1
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5.5. 2 CONCAVIDAD HACIA ABAJO. :

Deﬁnicién - Declmos que la graﬁca de ‘una func:én f(x) es
céncava hacia abajoen-el punto (c, f(c)) si se cumple las dos
condlcuones siguientes:

i) Existe f(c)
. i) - Existe un intervalo abierto | que contlene al puntoc,
tal que para todo x=c en | el punto(xf(x)) se
. encuentra : por debajo de la recta tangente Ly a la
grafica de f en el punto (c, f(c)).
ie. _ s B S
La grafica de f es céncava hacia abajo en (c, f(c)) siy solo si

f(x) < f(c)(x-c) + f(c_), Vxel-{c}.

f(x) > £(c)(x-c) +f{(c)

'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
!
)

C

Intervalo
abierto I.

xV

' TEOREMA.- Sea f una funcién dos veces diferenciable eri Ja,b[

i) Sif’(x)>0enlabl~> la gréF ica de fes céncava hac;a o
arrlba sobre Ja,b[ . . co g

i) | Si f (x)<Oenla, b[ 2la grafica de fes céncava hacia abajo
sobre Ja,b[ . ‘
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Definicién.- Un punto (c;:f(c)) de"lagrafica de una funcién
f(x) se denomina PUNTO DE INFLEXION DE f si
- existe la recta tangente a la grafica def(x) en el
~punto (c,f(c)) y la-concavidad de:f-cambia de
direccion en el punto (c, f(c)). -

TEOREMA.- - - -Sea (¢, f(c)) un punto de inflexién de la grafica
Gt . de una funcidn diferenciable en Ja,b[ vy
CE ]a b[ entonces f" (c) 0 é . (c) no ex15te

TEOREMA.- = Sea f una funcnon dlferenaable en ]a b,
e . ce lab[tal que f’ (c) =0 6 " (c) no existe,
~ entonces

i) Si f”(x)SOVke]a,c[ 6 (x)<OVxelac] |
P (x)<0Vxelebl | 0 |F(x)>0Vxe]cbl

Entonces (¢, f(c)) eé un p#ﬁto ‘de’inﬂexién alagréficade f.

i) Si{f”(x)>0Vxe]a,c[ } f(x)<0Vxelacl
(x)>0Vxelebl )6 f"(x)<0Vxe]cb[

Entonces ( c, f(c) )noes un punto de mflexnon ala graf“ ica de f.

Ejemplo

Determinar los intervalos de concavndad y los puntos de

ianexién de la grafica de las siguientes funciones

f(x) x 4x - 18x +x 1

’ Solucnén

Para determinar los intervalos de concavndad se determma la
segunda derivada de la funcnén f(x) = x* -4 - 18 +x-1,.
como F(x) = 4x3 - 12>%-36x+ 1
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f'(x) 12:2‘ 2’4)(—-36 o entomes f"(x) -12(xz 2x’ 3), s
f”(x) -12(x~3)(x +1) 0 entonces P Cl.= { 1 3} *
f"(x)>01 f"(x)<0 , TR0

‘-°° w1 oA 3w\.*°°f

f es céncava hacna arnba en ]°° -1[u]3 +°o[
fes céncava hacia abajo en ] -1 3[

Exlste puntos de mﬂexién en ( 1 -15) y (3 -187)

Lagraﬂca deta func:én f(x) x* 4x 18x +X= 1 ,es:

\2_/(0‘\ z . 14 e / = 8' 10

100 \ L /

£200 1 \

-300. \\j - |

167



Derivadas -

Observacién.- Para determinar los puntos de inflexién se
sigue el siguiente diagrama de flujo. ,

[ proplema |

-
- .Puntos criticos de inflexién -
- fEkoviE@d |

\ ]
[ nenatosdeconcaidad |
- Plapov faeo |

¥

Puntosde |
inflexion AE

R e LU S
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Vil EJERCICIOS

1.-Dibuje la grafica de una funcién y = f(x) que satisface cada una
de las siguientes condiciones. B

1.-i) Es creciente en el intérva;lo J-o0,2[
u) f(-1)=0; f(2)=7 ; f(1)=5
. m)f"(x) >0; Vx € F1,1[ U3, 40
| iv)f es concava hacia abajoenx € ]-cio,-l[ viL3|
V) P/(-1) = /(1) =0 R
vi)larectal:y=x es‘una asintota de f

vi) f es discontinua enx=3 y f(3)=9

2.- 2.- i)La funcién f es continua en todo su do.minio
i) f(-4)=3; f(O) 0;f(3)=2; f’( 4)=0; f’(3) 0
iii) f(x) >0 parax<-4; f(x)<0 para—4 <x< 3
f'(x)<0parax>3 _
iv) f"(-4) 0; f’(0)=0; f' (x)<0 para X<-4;
f'(x)>0 para —4<x<0 ; f'(x)<O'parax>0
3.-i) Lafunciénfes contmua en elintervalo [0 6]
i) fl0)=f(a)=1; f(2)= 2 f(6)=0 _
iii) f(x)>0 en]0,2[ ; f’(x) <0 en 12,4[ VU 14,6]
'iv) P(2)=F(4) = 0; F'(x) >0en o, 1[ U134 F(x) <0 en
11,3[uv ]4 6[
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Il Determinar los extremos relativos y puntos de inflexion de:las
siguientes funciones y realizar la grafica de la funcién dada.

1- f(x)=2x-9x*+27.
. : _ 8 l 3_3.2
2- flx)=x'-3X" —35x

3. fx)=1x° -2

4.- f(x)=2Sen(4x) , parax € [0, er‘ ]

Jx
6.- f(x)= xvV/x+3

5. f(x)=4«/;+—i—
: X

7 fx)= X*5
x-2

8- f(x)=_*_
- xt-4

9. f(x)=3x=5% paraxe[-2,0]
10.- f{x) = 10x° + 24x° +15x* + 3, para xe[-1,1]

11.- f(x) = (x*-4)°, paraxe[-3,2]

12- f)=x+— , T<x<3
X

13.- 'f(x) =3x*-2x*-3x%+ 3, enxe[-1,3]

14.- f(x) = xm(x-S) en x€[-3,5]
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15.- f(x)=3x*- 16x° + 18% , enxe[-1,4]

16.- Para la funcion f(x)=(1-x)*(1+x)?

Determinar::

a)
b)

c)
d)

Los intervalos de crecimie nto o decrecnmuento
Los valores de x en los que ocurren: Ios extremos
relativos. SErRi DERNESS
Los extremos relativosde f. -

Trace la gréfica de f. '

17.-Hallar los valores de las constantes a,b,cyd tales  que, Ia
funcién definida por f(x) =ax’ +bx*+cx +d tenga un
extremo relativo en “los puntos(1,2 )y{2,3}) "

18.- Sea la funcién f definida por - f(x) = =

Sodete, o

P43

Determinar:

a)
b)
c)

d)
e)

los valores criticos..

Los intervalos de crecimiento y deéfecimienfd.
Los extremos relativos. |
Los intervalos de concavidad.

Los puntos de mﬂexldn o ’
La graflca f conSIderando Ios mterceptos con los ejes y

asmtotas

19.- Sea la funcién f(x) = 10x° + 205 + 15x + 3 x e [2 1]

Hallar los extremos relativos, Ios mtervalos de concavndad

- puntos de inflexion y bosquejar 1a 'gréﬁc'a indicarid‘dﬁlos

extremos relativos y puntos de inflexién. '
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2

20.- Sea la funcién f definida bor flx)= x

Determinar:
a) los valores criticos.:
b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
c) Los extremos relativos. -
d) Los.intervalosde concavidad.
e) Los puntos de inflexion.
f) La grafica f considerando ‘los interceptos con los EJES y
asintotas.

n Teorema de Rolley Valor medlo o

i) Verlflcar en cada caso la hipétesis del teorema de Rolle para
la funcién f y determinar el valor de la constante ¢ que hace
referencia dicho teorema. = =

a) f(x)=x*+2x enxe[-2,0]

b) f(x) = x\/x 2 en xe[O 2]

( ) ,
242

c) f{x)= en xe[-1,0]

if) Venf car en cada caso Ia hlpotesus del teorema de Valor
Medlo para la funcuén f y determmar el valor de la constante ¢
que hace referencua dicho teorema.

a) f(x) x +2x en xel-2, O]

b). f(X),=;_1,2'enxe[O,1]-

0 fix)=x(x+1)(x-2) enxe[-1,2]
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| .'d) f(x)=x+~/2x—1 enxe[1,5]

e) Sea C la curva descrita por la grifica de la funcién:

f(x) = x* = 5x + 3, x € [-1,3]. Demostrar que existe un punto
c € }-1,3[ tal"que la recta tangente a la curva C en (c.f(c)) es -
paralela a la recta que pasa por los puntos (-1,7),(3,15). Asimismo,
hallar la pendiente de la recta tangente y el valor de c. -

'IV. La figura adjunta es la gréfica de la derivada de la funcién F
cuyo dominio es todo los ndmeros reales: y:la-cual es
continua en todo su dominio. A partir de la figura
determinar:

g) los valores criticos. )
h) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
i) Losextremos relativos. =
j) Los intervalos de concavidad.
k) Los-puntos de inflexion.
1) LagraficadeF

1.- F(0)=0
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2- F0)=0

y
. 0 , .
3.Los cero§ defson-2,0y2
D oy
2
1

4.- Los ceros de fson 0y4 -

}
. 0 2
0 N AU :
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5.- Los cerosde fson -3,-1y1

.-.._‘,-..-.:-.-Nj':,--..---.-.~ .

6.- Los ceros de f son -3, Oy 3
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7.- F-2)=F(2)=0

8.-Si F(-2) =F(0)=F(2)=0
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5.6. ANALISIS MARGINAL
5.6.1.- COSTO MARGINAL

Definicioh: : : ;

Sea y = C(x) la funcién de costo total se denomina costo

marginal a la primera denvada de la funcmn costo con respecto

ax.
i.e , Bt ’

Costo marginal = C’(x)

- H costo promedlo de articulos adncnonale es:
AC C(x+Ax) C(x)
Ax oA
- El costo promedio de producir x articuios es igual a la
razén del costo total C(x) y el costo promedio por
articulo. \
- e

(costo promedio por articulo) = EQQ = C (x)
: X
Ejemplo.
Sea la func:on costo C(x) 0.001x* - 03’»(2 + 40x: +100 L
donde x es el nimero de articulos Determinar.
a) Elcosto marginal cuando x es: 50, 100 y 150 articulos.
b)  El costo promedio de producir, si la produccaon X crece
de 100 a 150 articulos.
- ¢) Elcosto promedio de produccr X artnculos

Solucion.
a) la funcién costo marginal es y = C’(x) entonces
C'(x) = 0.003x2-0.6x+40 '
Para x =50 se tiene:
. C'(50)=0.003(50)*-0.6(50)+40
. C'(50) = 17.5 u.m./articulo
Para x =100 se tiene B
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C'(100) = 0.003(100)2-0.6(100)+40
C'(100) = 10 u.m./articulo

Para x =150 se tiene

C'(150) = 0.003(150)-0. 6(150)+40
C'(150) = 17.5 u.m./articulo

b) El costo promedio de producir de 100 a 150 articulos

AC _ C(150)-C(100)
Ax 150-100

AC _2725-2100
Ax 50

AC _ {55 u.m./articulo

) =
c) El costo promedio de producir . (x) = C(x)
- . v X
— ' o 100
C(x) =0.001 -0.3° +40+
5.6.2. INGRES(? MARGINAL.

Definicion. .. et .
Consideremos los ingresos derivados de la venta de los
productos o servicios de una empresa. Si R (x) denota el
ingreso en unidades monetarias por la venta de x articulos
entonces el ingreso marginal se define como:

Ingr. Marg = R’ (x)

Si x unidades de un producto se venden a un precio P
entonces el i mgreso total R(x) estd dado por:

R(x)= xP
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Si x es la unidad de broducto y P.= f (x) {a demanda o el
precuo de mercado entonces el ingreso sera:
R (x) X f(x)

De donde se tiene que el ingreso margmal es:

R’(x) = f(x) + x.f'(x)
Ejemplo. :
Determinar el ingreso marginal en x = 300 si la écuacion de la- =~
demanda es x=1000- 100p. Ademas calcule el nivel de
produccién que maximice ‘los ingresos.

Solucion. -

El ingreso estd definido por R=xp; donde p=1f{(x) "% &’
Sabemos que-100p = 1000 X -—> p 10 - 001x de donde :
se tiene que - ERe -
R(x) = x(10-0.01x) = 10x - oo1x2 ST S Sk
El Ingreso Marginal seria: R'(x) .= 10-0.02x

si x= 300 entonces R' (300) 10-0 02(300) 4

El nivel de produccnon que maximice el mgreso sera
cuando

R'(x) =0 entonces se tiene 10 - 0.02x = 0 de donde x = 500
Por lo tanto la taza de produccién que origina el ingreso

maximo “'es x = 500, la que resulta un mgreso total de
2500u.m. : <
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5.6.3. UTILIDAD MARGINAL.
Definicién o | |
La Utilidad marginal viene-a ser la primera derivada de la
funcion Utilidad. :
ie
Utilidad Marginal =,U’(x)

Donde la funcién utilidad se define como:

U(x)=R(x)=C(x) 6
U(x) = (utilidad unitaria) (volumen de ventas).
Ejemplo.
La ecuacién de la demanda de cierto articuloes p+0.1x =80
y la funcién de costo es ,
C(x) = 500 + 20x . ¢calcule la utllldad marginal cuando x es 150
y 400 unidades de articulo?.

Solucion. s \
U(x) =R (x) - C (x) sabemos que R(x) = x.p entonces se
tiene

R(x) = x(80 - 0.1x) de donde la utilidad es
~ U(x) = 80x - 0.1x* - 500 - 20x _

' U(x) = 60x - 0.1 - 500 por consiguiente la utilidad
marginal seria

U'(x) = 60-0.2x
. six=150entonces U'(150) =60 -30=30
si x = 400 entonces U'(400) =60-80=-20

Si x =150 se obtiene una utilidad marginal de 30 u.m.
esto significa que, la utilidad extra por cada articulo
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adicional cuando la produccién se mcrementa en una
pequefia cantidad es de 30 u.m. .
Cuando x = 400 la utilidad marginal es -20 en
consecuencia si se producen 400 unidades, un pequeio
incremento en la produccién da como resultado una
pérdida de 20u.m. por unidad adicional.

'5.7. CONTROL DE INVENTARIO

Cuando una empresa realiza pedidos 'y almacena
provisiones para utilizarlas mas tarde"»o'reVenderlas,“débe‘
decidir el tamafio de cada orden. Si pide suficientes
provisiones para todo un afio, el negocio incurre en fuertes
- costos de capital que esta invertido. Para reducir estos
- costos de mantenimiento, la firma podrla ‘pedir pequefias
cantidades de  provisiones a intervalos frecuentes. Sin
- embargo esta politica aumenta los costos de pedido, estos
costos pueden consistir en cargos por flete, costos por
‘preparar los pedidos y los costos por recibir y verificar las -
érdenes a la llegada, obviamente la firma debe encontrar
una politica de control de inventarios que caiga entre estos
_dos extremos.

El costo de 'inyentario se define como: -

Costo de

: = +{C . \antenimi
Inventario (Costo de Pedn_iq) (Costo de mantemmlento)‘

- Donde cada orden tiene el mismo tamaiio. El tamafio del
- pedido ‘que minimiza el costo de -inventario se denomina
CANTIDAD OPTIMA DE PEDIDO en ingles es: economic order
_quatity por lo que se conoce también como EOQ, que es el
tamaiio del lote econémico.
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N‘lk'

N -
”

0 2t 3t1 4t t

La politica  para determinar el costo de inventario tiene las
siguientes condiciones.

El periodo de tiempo o intervalo de tiempo de cada
pedido es el mismo. '

Cuando el ultimo articulo de un pedido se agota en
almacén llega autométlcam'énte el siguiente .pedido tal

ccomo se observa en la figura anterior, .

El nivel méximo de pedido es xy el nivel promedio es 3

- Ejemplo:

1.-

El gerente de un supermercado quiere establecer una
politica 6ptima de inventarios para pollo congelado y ha
estimado que se vendera un total de 1200 toneladas
durante el préximo afio a una razén.constante. El gerente
planea hacer varios pedidos del mismo tamafio a
intervalos de tiempos iguales repartidos durante todo el
aio. ‘ -

Utilizando 'los datos que se dan a continuaciéon vy
determine la cantidad optima de pedido, esto es el
tamafio de pedido que minimiza el costo total de

* mantenimiento y de pedido.

1- | El costo de pedido por cada entrega es: $75.
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2.- Cuesta $8 tener una tonelada de mb en .

“inventario por una afio (los costos de

“mantenimiento:se deben calcular.en el.inventario
promedio durante el periodo entre,p;editjos) :

SOfUCIém o
: Sea X la cantldad pedtda ¥ rel numero d@ ﬁed'éas durante
el afo. El ndrmero: de toneladas de: pollo: en:inveptarig
declina de manera constate desde x toneladas {cuando se -
. recibe un.nuevo. ped!do}ae topeladas al final deJ;pemda _
' entre pedidos. La figura muestra que el nimero promedlo
- de Tn almacenadas duranteél afio es % .-
. Como el costo de mantemmaento por una Tn es $8 por aﬁo, ol ,
, costo por 7 Tnes8. 3 délares Ahora. /. gy iy :

‘(Costo de : : 8
mventano) = (Costo de Pedldo) + (Costo de mantemmtento)

V ' f(Costo de mventano) 75r4 8 2

" Como Ray r pedidas de xfhba‘dé uno, el nimero total de
Tn pedidos durante el afio es r.x, por ello la ecuacién
B ‘resp;ct'i\)éesé rx= 1200";;->"f=13—9'—@- e i

: i”costademventanoaﬂx) 75«2-QQ +4xentonces el A

) - C(x) -75( 2% )+4x , : : :
Clx ) 75 1200 4 1, ~ .
x?

C’(x) Oentonces x = 150

XA FESEIEC S

El tamano opttmo de. pedldo es de 150 Tnde pollo
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5.8 ElASTlCIDAD

54 81 ELAS’I’ICIDADDE moemmm g

Si q denota la demanda de un determmado amculo Y p su precio,

la elasticidad de la demanda representada por la letra griega eta 1
est4 definido como el cambio porcentual ‘en*la demanda q debido
aun ma‘ementa del uno por ciento en el prec;o v ?

»:-’"Jiyl. e

11 (c&mbks poreentual en q)( incremento del anio por ciento en el precio)

y

Tl (Cambto \enf' 100)(19,'))
s q g
pdq :
qdp -

*s 8.2. NIVELES DE ELAS‘I’ICIDAD

1- Si '11 | >1,se dlce Que Ia demanda es Elastica con respecto al
Precm " A

2.~ Si In I <1, sedice que la demanda es Inelastrca con respecto
al precao :

3.-'Si In I =1,se fdice-.quela deménda es de elasticidad Unitaria
- con respecto al precio

rs.s 3. ELASTICIDAD DEL INGRESO

Sabemos que el ingresa estd definido. como. R(q) = q.p derivando
: 'lmphcntamente con respecto al precio tenemos. - . ‘
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‘Derivadas

—£ =q+ pf_‘l 'd,ividiendo por gy teniendo en cuenta que
”zgdq tenemos li’i_nﬂ - de donde se tiene que:
qdp. . qdp . s : .
dR :
. ,ff=q(l+77),u ,
Donde

1. sila demanda es Ineldstica con respécto al precro ( In l< 1), el
, mgreso total se mcrementa a medlda que- aumenta el precio.

2 Sa la demanda es eléstica con respecto al premo (|q |> 1) el
mgreso total dlsmmuye a medida que aumenta el precio.

3.-el nivel de ingreso que maximice el ingreso total es cusndo la’
demanda es de elastm’dad Unitaria con respecto al precio

(lni—l)

La graﬁca de la func:én mgreso muestra que si: la demanda es
Ineldstica con respecto al precio- (In { <'1) ekingreso @s creciente
y es decreciente - la-grafica de:la funcién mgreso si-fa demanda es

eldsttcacon Fespeeto al precno ( 1 n I > 1)

-IP\,
R
] § lpgqso
'--j'--—--‘----?*-r
. : e
i Pt i
1 2
“La dem: v £t
¢s Inelasti ' La demanda
. : es Elastica
"
¥ ¥
13
] .
L]
[}
- [
Ly
1
R S oo ! i 2
: SRR : N g i
of  Tal<t m BN
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Derivadas’

‘ Ejemplo 1. ,
""'Suponga que la demanda q y el precio p de cserto articulo se
relaciona mediante ecuacién lineal - .
Bk ¢ =240-2p, para pel0,120}. -
a) Exprese la elasticidad de la demanda como una func;én de
p. ' :
b) Calculela elasticidad de' la demanda cuando el precio es
v de 100u.m. explique su respuesta.}”
. €) Calcule la elasticidad de la demanda cuando el precno es
., de50u.m. exphque su respuesta } ~ .
d) ¢En qué precio la elasticidad de la demanda es rgual a-
" 1?'¢{Cudles la interprétacién econémica de este precio?

# g 120 p :

b) 1n(100) = -5, esto significa que cuando el precio es de
:200u.m; un incremento del 1% en el precio generara una
-disminucién-de lademandaenun5%. , 271

c( n(SO) = -0:17, esto significa que cuando el precm es de
50u.m; un incremento-del 1% en el precio generara una.
“disminucién del 0.17% en la demanda.

d) La elasticidad de la demanda sera igual a -1 cuando -

v . p %8,
: 120 ‘D

De donde p =60 u.m. esto SIgmﬁca gue en este precno un

incremento del 1% en el precio generara una- disminucién en

la demanda de aproxfmadamente el mismo porcentaje.

E}emplo 2000 o v
Suponga que la demanda g y el precio p de cnerto artlculo estan
relacronadas medfante ecuacion - :

; q=300- p , para pe<lo, «/30 0 1.
a) Determmar los mtervalos donde la demanda es eléstlca
inelastica y de elastladad unitaria.
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b) Utilice los resultados del literal a) para describir el
comportamiento del ingreso total como una funcién del

~ precio.

c) Halle la funo:lén de ingreso total en forma explicita y
empleeyel criterio de la primera derivada para determinar:
los extremos relativos, intervalos de crecimiento,
decrecimiento yel precno a cuél se maximiza el i mgreso

Ejemplo 3. e
La ecuacion de la demanda de un cierto articulo es: q p -30p-
+ 225, para 0sps15.
a) Exprese la elasticidad de la demanda en funcién del
precio p y calcule la elasticidad de la demanda cuando el -
precio es 6 u.m. (interprete su respuesta) - o
b) Determine donde fa demanda es: elastica, ineldstica y'
de elasticidad unitaria con respecto al precio
Solucién . ; | :
-a) .la elasticidad de la demanda en funcién del precio p

esta dado por
dq ) —30)
n= P4 entonces n= _P(2p-30)
gdp, p? —30p+225
- 6(12-30
(B) =20

62 ~30(6)+225
n(6) - de donde se tiene que r|(6) 1,33

_ Si el precio de de 6u.m. un incremento de 1% en
el precio originara un aumento de 1,33%‘en lademanda
b) Elingreso se d_efine como R(q) = pg, de donde se tiene
que: o - L ‘
R(q) = p* - 30p’ + 225p
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Deri‘vadaS ’

R’(q) 0 “ 3p 50p +225 0 de donde p=5

R’(q) >0 | R@)>0 %

O / \A 15

) la derﬁanda es eléstica c_on resbectd al precib si 5<p<15.

i) La demanda es ineldstica con respecto al precio si 0<p<5.

iii) ©~ La demanda es de elasticidad unitaria con respecto al
precuo si p 5. ' :

R4

Ingreso
maximo

o - - - .-

La dem: :
es Inel La demanda

es Elastica

m----v.----_---------‘-_;-

sV

Ol ] a5

Ejemplo 4. :
Suponga que la demanda q y el precio p de cierto artlculo se
relaciona mediante ecuacién lineal . _ :
q =240 - 2p, para pe[O 120]
a) Exprese Ia elastludad dela demanda como una funcaon
dep.
b) Calcule la elasticidad de la demanda cuando el precio es
de 100u.m. explique su respuesta.

L
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Derivadas

c) Calcule la elasticidad de la demanda cuando el precio es
~de 50u.m. explique su respuesta. ‘

- d) ¢En qué precio la elasticidad de la demanda es igual a -

1? ¢Cudl es la interpretacién econémica de este precio?

Solucién.- C ‘ :
" a) la elasticidad de la demanda en funcién del precio p
esta dado por:

n=£gﬂ, entonces 7 =— P
dp 120-p

b) n(100) = -5, esto significa que cuando el precio es de
100u.m; un incremento del 1% en-el precio generara
una disminucién de la demanda en un 5 %.

¢) n(50)=-0.17, esto significa que cuando el precio es de
- - 50u.m; unincremento del 1% en el precio generard una
disminucion del 0.17% en la demanda. '

d) Laelasticidad de la de'm‘anda sera igual a—1 cuando
—1=- P
120-p
de donde p = 60 u.m. esto significa que en este precio un

incremento del 1% en el precio generara una disminucién en
la demanda de aproximadamente el mismo porcentaje.
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De;ivadas

EJEMPLOS DE APLICACION

1.-Un objeto que se Ianza vert;calmente hacna abajo desde. la

.- azotea de un edificio, con una velocidad inicial Vo pies/seg,

~ viaja aproximadamente segun la ecuacion S = Vot + 16t2 pies en

t segundos. Si toca el suelo a los 2.5seg. con una velocudad de
110 pnes/seg ¢Cua| es la altura del edifi CiO ?..

Solucién
S=Vot + 16t*
Vi =110 pies/seg.
t=2.5seg.
V¢=Vo + 32t.
110=Vo +32(2.5)
Vo=30
'$=30.25+ 16(2 5)2 —S5=175 ples

2.- Se bombea aire a un globo, de modo que su volumen se
incrementa en 200 cm’/seg. Despreciando la compresién del

aire. ¢A qué ritmo crece el radio cuando el didmetro llegaa 30

cm.?
Solucién
. dr .
SabemosV 57" TS V'= 41tr2.-d—t
fl-:- 44 entoncés cm/sé
dt  4mrz’ 4m(15)2 g
dr
7t 90r:m/seg




Derivadas

3.--Sobre una pila de forma constante conica cae arena a razon de
- 3 pies cibicos por minuto supongase que el didmetro en la
base del monton es siempre tres veces su altura. ¢A que
~ velocidad esta aumentando su altura cuando ésta a llegando a

" los 4 pies? : ‘

Solucion.
V' =3 pies3/min
d=3h
r=3/2h
h = 4 pies.
Sabemos que
V=%nr2h=ln(§h)2h, entonces V=%7th3
3 dh dh_ 4 '
V=g & at  dt 30m
»SE——Lples/mm
“dt 12h

4.- La posicion de una particula que se mueve sobre una recta
coordenada est4 dado por y = f(t) = 3t* - 20t® + 36t2 donde y se
mide en metros y t en segundos.

a) Determinar la velocidad en el instante t

b) Determinar los intervalos para t donde la velocidad_
cambia  de signo. :

c) Determmar la aceleracion de la particula y estudiar su

signo.
Solucion.
a) v—j—y=1zt3—60t2'+72t
l;) . Encontrar los puntos criticos: .
V=0,  12t*-60t2+72t=0

| t(t?-5t=6)=0
t(t-3)(t-2) =0 >t=0, t=2 t=3

191




. Derivadas

- Con-estos valores obtenemos los intervalos

c)

<011>l<213>l(3:°°>

Intervalo | (0,2) | (2,3) (3,0 )
Signo + - |
dv

a=-a-t-=36t2.-120t+72 =12(3t* - 10t +6)

a >0 en el intervalo: (0,2)\(3,+wx)
a<0 enelintervalo: (2,3) -

Si el agua estd siendq evacuado a una piscina y V

5.-
galones es el volumen de agua en la piscina t minutos
después de comenzar a evacuarse, donde V esta dado
por V = 250(40 — t)?, ¢Qué tan rapido fluye el agua de la
piscina 5 minutos después de que comienza a salir?:
‘solucién.
%!—500(40 t)( 1)
r:jV —500(40 5)(—1)
2‘1:_17500 gal/min
dt .
6.- Un gato que va a una velocidad de 1.2 m/seg. por la

192

calle pasa a 0.9 m de un poste que soporta una ldmpara
a 3.60 m. sobre el gato; ¢A qué velocidad aumenta la
distancia gato-lampara un segundo despues de haber
‘pasado el poste?.




‘Derivadas

- Solucién.
dz
V—-——-=1 Zm/s
dt

x=09m. , h=36m. , t=1seg.

dy _,
dt

z dz
‘ t . dt

v Z= 1.2x,1m..
z=1.2m.
W =22 4+ x2
w’= (1.2)% + (0.9)?
w=15 m.‘ , -
aw _ dz dz ga_lv_='(1.2)(1 2) m/s

@ Cdt At 15 |
dY W __dw_(15)(1.2) 1

y =W + =

Codt Ly T dt 39 15

dy (12)2 S
=~ ~0.37mls
_.dt 39 s

y2=(1.5)7+(3.6)*

~y=3.9 m.‘
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‘ ‘.Dﬁcivadas

7.- Una piscina tiene 25m. de ancho, 40m. de largo-y.:3m:.de
- profundidad en un extremo y 9 metros en el otro, siendo el
fondo un plano inclinado. Si se ‘bombea agua al interior de la
piscina a razén de 10m*/seg. ¢A qué velocidad se esta
elevando el nivel del agua cuando tal mvel es de 4m. en el
extremo mas profundo?.

Solucioén.
x=40m. .
y =9m.
z=25m.

dy 3
—=10m /u
dt

W=
w=2 409
m_4_2 .2,
X 6 3 3
2 80
m=—(40) >m=—
ERRE
'V=m;:y_+ (mz+my+zy)———=%%
w2 =y? 4+ m? -—>w(:1 _(y+ )
. dw (y m)Zdt dw
_—= — % 3 + — e
,wdt . mz My T ¥am dt
‘ 80
2|4+—H1
> ( 7)o
80
2J4o -—25+?4+425
dw _ 92x10 @

=0.01 7mls

dt 409 (8x25 + 8x4 +12x25) 262«/409
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8.- Untendero de alambres trepa a un poste telefénico a razén
~de 2.5 m/seg, mientras su jefe esta sentado a la sombra de
~ un arbol vecino observandolo. Si el terreno es llano y el jefe
estd.a 36m. de la base del poste. ¢Cudntos segundos tiene
que trepar el tendero de alambres para que la dlstancxa

" entre él y el jefe crezca a razén de un m/seg

: Solucién.

2= y? 4+ x2
dy
25m/s
dt

X =36 m.

%%——1 m/s
dz _, dy
2z dt Vit

,9z _ dy ‘ 5
=V— entonces Z=—
2o Va 7=

. 2~
25
y2 y = x?

..._..y __x

4
2 =——X2, de donde y =
Y =5 y

2x«/§“f
21
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Derivadas

2(36J_ 21)_24 \/_“

9.- Una escalera de 4m. de largo se apoya contra un muro
vertical; la base empieza a deslizarse a razén de 0,25 m/seg.
¢A qué velocidad cae la parte superior de la escalera cuando

~ la base estd a 1.50 m. del muro ?.

Solucion.
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10.- la altitud bruta anual de las empresas chocolates t afios
después del primero de énero de 1990; es p millones de -
soles y p = 2/5t* + 2t + 10. Hallar la taza a la ‘cual estuvo

- cambiando la utilidad bruta del pnmero de enero de 1992
oy determmar la.taza ala cual cambtaré &a utlhdad bruta el
- 'pnmero de enero de 1996 i ;

NS

: Soluclon

= 2/5t2 + 2t + 10

E’—lP---i’HZ, T

P =2: —5=36
ara . p s | dt
dp
P 6 - 68
% ara p dt

1 Se echa agua a razén de 30cm3/seg en una copa cémca de
10 cm. de altura y de un radio |gual ala mltad de’la altura =
_de cualquier nivel ¢ A qué velocndad ‘est4 subiendo el nivel
‘dela altura cuando esté 2 cm. por debajo del borde ?

' .‘Soluuén

r=5

't:jv 108 £
-&-t-'* 30 cmv3/seg
h=8cm, o =4

dt dt

S .rf‘, : %\‘ < 5 197



-Derivadas

' V= B3 r2h e o Lo
Qv _2m. o dromodh
'dtir3n,:ﬁdt~3 dt
“dv 2n _dh1 = zdh'

+=r

"mfsxmmzs at

3 3 dt

| 4.dh
30=Z4h+)—

. O3

'gg 45x3 ._45x3 135

2(24—k4) 2X28 56

cm/seg

12 Se estlma que dentro de x meses la poblacién de nuestra
' comunldad sera: P('x) X2+ 20x + 800 %
7 a) ¢Cudl es la razén de cambio de la poblacién con
respecto a tiempo?
b) ¢En cuénto camblaré realmente Ia poblacnén durante eI
. ‘mes numero 16?

Solucion, ¢ :
" a) La razén de camblo de a poblacién con respecto al
tiempo sera P'(x) entonces. '
P'(x) =2x + 20
b) Cambio de poblacnén durante el mes 16 = P(16) —P(15)
entonces P(16) P(1S) 51 parsonas

13 El PBlen el Perli esta. dado por , ;
P(t) = t* + 5t + 106 de mlllohes de délares, t anos despues‘
1990. :
a) A qué razén cambla e PBI con respecto al tlempo en
- 1998.
b) A qué razén porcentual cambia el PBI con respecto al
- tiempo en 1998 oA ‘
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Derivadas.‘

) Solucion.
P (x) 2t + 5 entonces P(8) =21 millones de dolares al afio.

La razon de cambio deI PBlen 1998 = 100"_\%/ P! (8)
P(8)

=10 % anual

14.- El fenémeno del nifio en el Perd ocasiona 'una‘pérdida
" diaria-en miles de ddlares a partir del inicio de fenémeno -
“de P(t) = 60t? — 1/3t’ miles de délares calcular:

a)  La taza de pérdida en miles de délares por dia.

b) Cuéndo la pérdida por causa del fenémeno se propaga
a razén de 2700 millones diarias. - R

c) Cuanto tiempo durara el fenémeno del nifio en el Perd. -

Solucién. _
1 ' .
a) P(t) = 60t2—§t3fentonces
P'(t) = 120t — t2 |
b) Si P'(t) = 2700 entonces 2700 = 120t — t* de donde t
=330 dias 6 t = 90 dias:

c) Si P'(t) = 0 entonces 120t-t* = 0 de donde el fenomeno
de nifio en el Pert durard t = 120 gllas ' » :

15.- Una epidemia de fiebre aftosa ataca a los animales de la
~ sierra los Zootecnistas estiman que el nimero de animales -
afectados con la fiebre aftosa en el tiempo t (medido en
_dias a partir del inicio de la epidemia) es aproximadamente
P(t) = 60t2 - t*, tomando en cuenta que 0 < t < 40.

a) A qué‘razén se prbpéga la fiebre cuando t=20

b) : Cuando se propaga la flebre a razén de 900
animales por dia.: vkl
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Solucion.
a) P'(t) =120t - 3t entonces P'(20) = 1200 animales por dia.
b) Si P(t) =900 entonces

900 = 120t—3t2

de donde t = 10 dias 6 t = 30 duas

16.- El ingreso semanal total R (en ddlares) obtenido en la

produccién y venta de x kilos de queso esta dado por:

R(x) = 500x—2x2. Determinar la taza promedio de ingreso
por kilo extra cuando el numero de kilos de queso
producida y vendidas por semana se mcrementa de 100 a

1120 kilos.
Solucién. N :
La tasa de cambio_ AR _ R(X; + AX) —R(x)
promedio - Ax AX

x1=100, x,=120. R(x) = 500x — 2x2

AXx = x,—x; = 120 - 100 = 20
AR = R(120) - R(100) = 31200 - 30000
- AR =1200
La tasa de cambio Promedio es —A-B— 1200 =
e AX 20

kilos de queso por semana

17.- Cuando una peluqueria fija una cuota de $4 por corte de

=60

cabello advierte que el numero de clientes que atiende en
una semana es de 100 en promedio. Al elevar la tarifa a $5
el nimero de clientes por semana baja o 80. Suponiendo
una ecuacion de demanda lineal entre e] precio y el nimero
de clientes determine la funcién de ingreso marginal.

Encuentre entonces el prec:o que produce un ingreso
marginal igual a cero. . »
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 Solucién.

x=4 soles — p = 100
x=5soles - p=280

p= ax + b, R'(x)=? y

R'(x) =0 —» x=7?

100=4a+b

80=5a+b

a=-20 b=180

p——20x+180 —>R(x)-x(180-20)
R'(x) 180 - 40x. =~ —
be(x)-O—->180 40x-.0,_.v,‘,,-
x-4550|es

18.- El editor de una rews f escubre que si ﬁja un precw de $1
_ a su revista, vende Zdﬂoobejemplares al mes; sin embargo,
" si el precio fijado es de $1.50 sus ventas s6lo seran de
15,000 ejemplares.
El costo de producir cada ejemplar es de $0.80 y tiene
costos fijos de $10000 al mes. Suponiendo una. ecuacnén de
demanda lineal calcule su func;on de utmdad marginal y
determinar el precio de la revnsta que haga Ia utmdad
marginal igual a cero ' .

‘Evalué la utnhdad mlsma cuando el prec:o es:
a) $1.80 b)$1 90 c) sz 00

Solucién, . S
" x=1 ' p=20000"
x =150 p=15000 :
C(x) = 0.80x + 10000
G p e ax+ b SAEAERED Bipalit s :
S U'(x) =2 Uf"(X) = 0:—’** FAE e
120000=-a+h

15000=1.5a+b




Derivadas,

= -10000

b =30000

p = 30000 - 10000x e s
U = 30000x — 10000x2 — 0.8x — 10000
U'=29999.2 - 20000x

U'=0 x=1.49999

U(1.80) = 11548.56

U(1.90) = 10898.48

U(2) = 9998.40

19.- El fenémeno del nifio ocasiona en el Peru una perdida
diaria en miles de ddlares a partir del inicio del fenomeno
“de P(t) = 60t>-1/3t miles de délares calcular ‘

a.- Latasade pérdida en miles de dolares por dia.
: ,' b.- e_Cuando la pérdida por causa del fenomeno se
propaga a razén de 2700 millones duanas?
¢~ {Cuédnto tiempo durard el fenémeno del nmo en el
7 Perdi?

Solucién.
o a) P = 60t2—1/3t |
entonces P! (t) = 120t -t2 i
b) 2700 = 120t ~t> -
t= 90 dias 6 t=30 dias.

c) P (t) =0 entonces t2-120t = 0, de donde t
120 d|as de duracuén ‘

20.- El costo. total en dolares de fabrlcar p unldades de
panetones es:
Clp) = 3p +p+500

_a.- Emplee el andlisis marglnal para est:mar el costo de
fabricacion de la unidad nimero 410,

b.- Calcule el costo real de fabricacin 410 u_niéédes.




_Solucion.. - ~
a) C (p)— 6p+ 1

“c' (410)-C (409) 6x410+1 6x409 -—1

=6 délares
b) C(41(}) C(409) =

s s 3);_410’+411"O'ae5.ﬁ'013x4092—49\9;-‘-‘50v0 ,‘

C(410} C(409} 2458 délares

21.- Una cebicheria determma que e!" precio’ de’ Gn plato de
cebiche es S/ 5 y se estima un promedto de asistencia de

200 clientes por dia. M;entras que si I lo. vende a S/ 7 el

- ntmero promedio de clientes ba;aré a 100. Determmar la

- y_;relacnén de (demanda supomendo que es lineal, Encuentre‘

100,

—200..‘-———.( x—5)
...ép,acso 50x

R(x) = 450x — SOx2
- R (x) = 450 — 100x |
x.= 4.5 So!" i

22.- Una compama fabnca _mlcroscop;os para laboratono, :
iniciar cada produccién cuesta $.2500. El s
al ano por cada mncrosc plo y basandose en el nimero

" promedio’ de mncroscoptos en bodega Los costos de
' almacenamiento ‘que se basan en el nimero méx:mo de
- microscopios en bodega ascnende as1s5 por mncroscopm al




afo. Suponga que la compaiiia espera vender 1600
microscopios a una tasa uniforme durante ‘el afio.
Determme el tamafia de cada produccn;m que minimizard
los costos de mventano de Ia compaﬁna

Solucién.

T et AN
Costo = 20(x/2)+ 15x + 2500(1600/x) '
O 25(1—‘6°°°°) 0.
T x=400
‘ e\fv‘r = 4 numero de )ornadas

232" 1a fifma Vinibol espera vender 10000 ca;as de pelotas de
: tenis a razén constante el pr6x:mo afo. Los costos anuales
de mantenimiento que se deben calcular de acuerdo con
el promedio de cajas almacenadas durante el afip son de
$10 por caja y el costo por hacer un pedldo al fabricante es
de $80.

a) Determine la cantidad 6ptima del pedido.
b) El costo de inventario si ordena 500 cajas a la vez
- durante el afo. '

Solucién.

Costo de - Costo de
almacenamiento ~ * pedido

Costo = 10(x/2) + 80(10000/x)

CC'(x) =5~ 800000/x‘ i

'x 2 400 es el tamano economnco del
Iote '

a) Costo




Derivadas

-

b)" 'x = 500 entonces r = 20
-~ C.=5x+ 80r Y
= $4100

24.- DATA-INCA fabrica computadoras para el Centro de
Computo de la UNSAAC. Iniciar cada producciéon cuesta
8100 ddlares. El seguro cobra $20. por cada computadora
en bodega, los costos de almacén que se basa en el
nimero méximo de computadoras en bodega asciende a
$26 por computadora al afio. DATA-INCA espera vender
1600 computadoras a una tasa uniforme durante el afio.
Determine el tamafio de cada produccién que minimizara
los costos de inventario de DATA-INCA.

Solucion. -
Costo de produccién = 8100r
Costo de seguro = 20(x/2)
Costo de almacenamiento =:26x-

-entonces costo inventario es

1600 - 8100(1600) _ 36)'(
x2

c' (x) = 0 entonces x = 600 computadoras

C= 8100

+10x +26X» entonces C()

25.- Un material se demanda a una tasa de 10000 unidades por
- aiio; el precio al costo del material es de $2. por unidad; el

costo de volver a llenar el almacén del material por orden,

sin importar el tamafio de la'orden x, es de $400° por

orden; el costo de almacenamiento del material por un

afio es de 10% del valor de la existencia (x/2). Determinar

el costo anual de acomodar y tener almacenado el
~ material y encuentre el tamafio econémico de lote.
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Solucién.

- Costo de pedido = = (40)—

Gl Costo de almacenamtento =

o ,,-r,;C( )...__+

* Costo de Produccién = 10000(2)=20000
10000 400000

10 X -
1002 :

400000 +2 0000

.20
1. 400000

s Nc'\(ix)g_.____.____‘o/

oo 200 )(2

 x= 2oooJ— ~28284°

26.-

. Optimizando el prg)ciol
x=2828
'C(xv)=_22882€8“4) (‘iélﬂarES‘ R
x=2829

- Cx) = 20292(8)

Tamano econémlcox 2829 -

Una llantera espera vender 600000

~son de $5 al afio por llanta.

a)’ Determlne los costos si hay 10 produccnones durante

el afio.

b) Encuentre el tamafio 6ptimo del lote.

206 —

llantas ‘de cierto
- tamafo-y calidad durante el préximo afio. Las ventas mes
- a mes son las mismas a la compafiia le cuesta $15000 en
-pesar- cada produccién. Los costos de mantenimiento
basados en el nimero promedio de llantas: almac,enadas



Solucién. .

: a) ‘
Costo =  Costode  ,  Costode

' almacenamlento ~ produccién

Costo de produccnon = 10(15000)
= 150000

_  Costo de almacenamlento 5(2)
X= 60000 entonces x:= 60000

2 "2
_ costo = 30000

b) C(x) = 3X + 15000(890990 ) entonces C' = 0, de
2 . X :
dondex 60000

27.- Una hbrena esta tratando de determmar a cantldad

‘ 6ptima de pedido para-un Ilbro de mucho éxito la libreria

" vende 8000 copias de libro al afio. El costo porhacer cada

nuevo pedido de libros es $40. El costo de mantenimiento

es de $2 por libro que se aplica al nimero maximo de

~inventario durante el periodo -entre pedidos. ¢Cuantas
veces al afio se deben hacer los pedidos? -

Solucion.. g
8000
X
Costo de mantenimiento = 2x
C(x)=2x+40r
C'(x) = 0 de donde x = 400

r = 20 veces debe hacerse el pedido.

Costo de pedido = 40r; r =
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28.- La Muebleria San Antonio, que construye y:-‘vende

escritorios, opara en condiciones de competencia‘perfecta

Y puede vender todos los escritorios que produce a un

precio de 400 dolares por escntono Si se producen x

escntonos y se venden cada semana, y C(x) dolares es el
costo total de produccnon semanal, entonces

C(x) 2 + 80x + 6000

a) Determine cuantos escrltorlos deben producnrse
'semanalmente para que el fabricante obtenga la
maxima ganancia total semanal,

b) ¢Cudl es la ganancia total semanal?

~ ¢) Grafique la funcién, u;ti‘lvida_‘d

Solucién.
a) Utilidad = (|ngreso total)- (costo total)

U(x) 400x-( 2x + 80x + 6000)
U(x) =- Z(x 160x + 3000) entonces U'(x) = -4( x -~ 80)
U=06> x=80

b

1 Se. venden 80: escritorios: semanalmente para. obtener
una médxima ganancia. ! :

b) ¢éCudlesla ganancia total semanal?
U(80) =- 2{80? — 160(80) + 3000)} ‘-

U(80) = 6800.

~ La ganancia total méaxima es de 6800dolares
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¢) Grafique la funcién utilidad

29.-

A
y U(x)=-2(x -160x + 3000)
- 6800

8

o x

0

Una estacién de radio que sélo emite noticias ha realizado

~una encuesta sobre los habitos de escucha de los

Solucion.

residentes locales entre las 5:00 pm y la media noche. La
encuesta revela que el porcentaje. de poblaciéon adulta
local que sintoniza la estacion x horas despues de las 5:00
pm. es:

fix) = (5= x)* (1 + x)‘”

flx) = (5~ x)m (1+x)”3

ff(x)-—- 231+ x %/(5 x)?

f'(x)=

R/5-x 33'\m+x)

1-—x :

35— x)(1+x)°

Los puntos criticos son:  P.C.= {0,1,5,7}

a.

¢En qué momento, entre las 5:00 pm. y la medianoche, -
escucha la emisora el mayor nimero de personas? y
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¢qué porcentaje de la poblacién escucha la emisora en
ese momento? . '

f(1)=(5- 1)2/'3 (1+1)¥2

f(1) = 23/4 entonces f(1) = 3,174

"La emisora escuchan a las 16 p.m. la mayor cantidad de
~ personas adultas con un total de 3,174 % de la
poblacion.

+.. b "¢En qué momento, entre las 5:00 pm.y la medianoche,
"~ escucha la emisora el menor niimero de personas? y
équé porcentaje de la poblacién escucha la emisora en
ese momento? '
f(5) = (5 - 5)* (1+5)**,
f(5)=0

La emisora escuchan a las 10 p.m. la menor cantidad de
personas adultas con un total de 0 % de la poblacién.

c. Grafique la funcién f{x)

yA

4--

3,17

I e b

XY
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30. Una empresa produce y‘vende anualmente 10000 unidades
de un articulo. Las ventas estan distribuidas uniformemente
a lo largo del afio. La empresa desea determinar el nimero
de ‘unidades que deben fabricarse en cada -periodo de
produccién para minimizar los costos totales anuales de

“operacién y los costos de inventario. Se- producen el mismo
nimero de unidades en cada periodo. El costo de producir
cada umdad es de 200 dolares y los costos de mventano se
estiman iguales al 10% del valor del inventario promedto
Los costos de operacién por periodo de produccién son 40
délares. Determinar el tamafio econémico del lote.

Solucién. o

e Costo de - - L
Lostd COSZOdde +mantenimi 4+ ‘Co;to ‘:g
“total - pedi ento produccién

10000 10 X
C(x) =40 200 +200 10000
(x) *700 00 2( ) ( ).

Clx ) = ,.‘199.9.99. +10x + 2000000

_ 400000

| c'( )= 10,; 0

XK= 40000, entéﬁces
x=200"

El lote econémico es de 200 unidades
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VHI EERCICIOS e
I.- Elasticidad. | ' b

1. Suponga que la ecuacién de demanda de cierto articulo es
q=60-0.1p (para 0 < p < 600). ,
a)} Exprese la elasticidad de la demanda como una funcién de p.

b). Calcule la elasttcudad de la demanda cuando el precuo esp=
’ 200 Expllque su respuesta

-.€) éA qué precio la elastncndad de la demanda es lgual a-1?

2. Suponga que la ecuacién de demanda de cierto artlculo es
- g=200-2p° (para 0<p<10)

a) Exprese la eIastncndad de la demanda como una funcién de p.

b) Calcule la elasticidad de la demanda cuando el precio es p =
6. Explique su respuesta. ‘

c) ¢A qué precio la elasticidad de la demanda es iguala —1?

3.‘Suponga“q'ue: la ecuacién de demanda de cierto articulo es g=

500 - 2p (para (para 0<p<250.)

a) Determine donde la demanda‘ es eldstica, inelastica y de
elasticidad unitaria con respecto al precio.

b) Emplee los resultados del literal a) para determinar los
intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién
de ingreso y el precio al cual se maximiza el ingreso y el
precio al cual se maximiza el ingreso. '

c) Halle la funcién de ingreso total en forma explicita y
utilice la primera derivada para determinar los intervalos
-de crecimiento y decrecimiento y el precio al cual se
maximiza el ingreso.

d) Trace las gréficas de las partes relevantes de las’ funcrones
de demanda y de ingreso.
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4. Supenga que la ecuacion de.demanda dércierto articuloesq =

120«-01p (para0<p<«}l20 4 X8
a) D,etermme dénde Ia demanda es elésttca, meléstica y de
~ elasticidad unitaria con respecto al’ precso =
b) Utilice los resultados del literal a) para determinar los
intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcnon
" ‘deingreso'y el precio al cual se maximiza el ingreso.’

- €) Halle la funcién de ingreso total en forma: explicita y
emplee la primera derivada para determmar los
intervalos de crecimiento y decrecimiento y el precio al

L ,cualse maximiza el ingreso. .. .. o

~d) Elabore las graﬁcas de las partes relevantes de Ias

_funciones de demanda y de ingreso. :

5. Sluborpga que la. ecv,ua_ci;én :de,derﬁanda' “d,e cnen;o a,_;rti;(‘:uvlo es
A= ‘m, ddnde a y m son constantes posmvas ‘Demuestre

P

que la elastlcidad de la demanda es lgual ‘a-~m para todos los -
valores de p Exphque este resultado

6. Suponga que Ia ecuacuSn de demanda de cierto artrcufo es
b
lineal, es decur q b-ap (para0<p< ) donde a y b son

constantes posmvas .
a) Exprese la elastncudad de la demanda como una funcmn

de p.
b) Demuestre que Ia demanda es de elasticidad umtana en

b e
: el punto: mtermedlo( p —2-—-) del intervalo pertinente
O<p<-l-)-

a ,
c) Halle los intervalos en los cuales la demanda es elastica o

: metéstn:a
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d) Haue la funtrén ‘de ingresoe total ‘en forma explicita | y

- emplee la primera. derivada - .para: determinar los

_intervalos de creamlentoydecrearmento vt ~

' e) Trace las gréf icas de las partes re|evantes de las funcnones
dg demandayde mgreso ' :

7 Suponga que lademanda q y el'-;b?eéio p' dé'éiertd articulo

‘estan’ reiacwnados por ia ecuac»én “p =60 - 2q
(para0<qs30) ’ _‘ L it -
o a. 'Exprese la eIasttcndad de Ia demanda como una funcuén ,
deq.

b. Calcule la elasﬁcndad de la demanda ‘cu'ando. q= 10.
_ Explique su respuesta
"¢, Sustituya' q en la férmula del literal a) para expresar la
.- elasticidad de la demanda como una funcién de p.
, ‘_d.zw.Emplee la_definicidon inicial de 7 para expresar la
elasticidad de la demanda como una funcuén de p. [ La
b respuesta debe ser la misma del literal. c) }
8. Demuestre que la denvada del mgreso total R con respecto a
-l demanda ges . S AT

. (Sugerencla AI lgual que en la obtenc:én sumimstrada en el
' texto, comience con la ecuacién ' -
R pq, pero esta vez denvela con respecto a q)

9. Utilice. la: férmula obtemda en el prabiema 8 para demostrar
que el ing [ Res una funcron crec:ente de la demanda q

cuando ! 7]
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g 1 X Suponga qﬂe Ja ecuacion de demanda de cierto articulo es

p =600 - 2q (para0<q: <«/ 300 ). -
. Exprese la elasticidad de la’ ‘demanda como una funcicm deq

ydetermmedonde [77]—1,[ 7| ;<1‘_y jnl >1

~ Il- APLICACIONES COMERCIALES

o Suponga que el costo, en dolares de fabncarq umdades
. decierto amculo es « A

a)

b)

c)

C(q) : 3q‘ + 5q + 75

¢Enqué nwel de produccnon es mmlmo el costo med»o

por unidad?
¢En qué nivel de. producc:on el costo medno por umdad

~esigual at costo marginal?

En eI mismo conjunto de ejes, trace la grafica de las -

‘ funcnones de costos medlo y margmal para q >0.

2. Suponga que el costo total, en délares de fabncar q
o umdades de cierto amculo es :

b)

C(q) q3 +: 5q + 128

<En qué nivel de produccnon es minimo el costo medio
. por unidad?.

éEnqué. nwel de producemn el costo medlo por umdad

~es’igual al costo marginal?-

En el mismo conjunto de ejes, trace la gréﬁca de las

+funciones de costos medio y margma} para q >0.

5

3. Supenga que el mgreso total en dolares de la venta de q
. umdades de cierto articulo es : : ;

R(q) = -Zq2 + 68q —128
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“a) En qué nivel de ventas ei ingreso medno por umdad es

igual al ingreso marginal? -
b) . Verifique que el ingreso medio. sea creciente Sl el nivel
.de-ventas es inferior al nivel del literal a) y decrecnente
~ siel nivel de ventas es superior al del literal a)
¢) En el mismo conjunto de ejes, elabore las graficas de
las partes relevantes de Ias funcuones de mgresos'
rmedlo y marginal. : ;

"Un fabrican’t’e e’ncUentfa que en la produccién diaria de x

‘ umdades (para o< x < 100 000) se mvoiucran tres tipos de
costos:
a) Un costo fijo de $1200 en salarios

o b)* - Un costo de produccnén de $1.20 por cada umdad A

5.

L fabncada

c)"’ Un costo de solucntud de —129— dolares A :
x

d) Exprese el costo total como una funcnén de Xy

fdetermme el mvel de produccnon que genera el costo
Qmmlmo total
Suponga que x afios después de su 4fUri'déCio en 1978, cierta _
asociacién nacional de consumidores tenia un total de f(x) =

‘ '100(2x —45x +264x) mlembros

a) ¢En qué momento, entre 1978 y 1992 fue mayor el

‘nimero de mlembros de fa asocnacuon? ¢Cuantos eran-
los afiliados en ese momento? g )

~2'b) ¢En qué momento, entre 1978 y' 1992, :fue menor el

6‘

- ntmero de miembros de la asociacion? é_Cuantos eran
: vlos af“ hados en ese momento7

Una estacibn'de radio que sole‘ emite:noticias harealizado

una encuesta sobre. los. habitos, de escucha de Ios

residentes locales entre las 5:00 p .m. y la medianoche. La




! epcuesta: ﬁs}ela que el 'pmmhtaje de poblacién adulta
+~local que sintoniza la estaclén x: horas después de hs 5 00
~ p.m.es: sl o i

f x)= ( 2x’ + 27x2 - IOBx + 240)

' a) éEn qué momento, entre las 5: 00 p m.y Ia medlanoche,

“escucha la emisora el mayor nimero de personas? ¢Qué.

porcentaje de la poblacnén escucha la emlsora en ese.

' momento? <
b) ¢En qué momento, entre Ias 5: 00 p m y Ia medtanoche,

' escucha la emlsora el menor numero de personas? {Qué

porcentaje de la pobiacnén escucha la emlsora en ese

momento? ' :

7. 5,Un fabncante puede producur radlos a un costo de $5 cada
.,,_uno y esttma que si se venden a x délares .cada_uno, los -
- _consumldores comprarén 20 - X radlos por dla. éA qué
" precno debe el fabrlcante vender Ios radios para maxlmlzar'
la utilldadT’ ‘ :

8. Lafuncién de demanda de cnerto articulo es ‘ ,

D (p) = 160-2p, donde p es el precio a que se vende el

“articulo. ¢A qué precuo es mayor el gasto. de consumo total
vdel articulo‘? L

9. Un almacén de estampas de béleOl puede obtener Ias del
novato Mel Schlabotnik a un’ costo de USSS cada una. El
“almacén ofrece las estampas a US$10 cada una y, a este
pret:to ha vendido 50 por mes. El almacén _planea bajar el
precso para estlmular las ventas Y estlma .que por cada 50
"centavos de reduccron en el precio se venderén 5 estampas g
'més cada mes ¢éA qué precio debena venderlas el almacen
para maxlmlzar la utmdad total mensual?

‘10 Un mmorlsta puede obtener cémaras del fabncante a un
- cosfo de US$SO por umdad El mmonsta vende las camaras a
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. uns precio ide USS80: ~cada’: una .y; @ seste precio, los
i consunmdores han.comprado 40 cAmaras al:mes. El minorista
: planeatajar el precio para estimular las ventas y estima que
‘por cada US$5 de reduccron en el precio se venderan 10
camaras mas cacla mes A que precro deberra el minorista
;""vender las camaras pa‘ra maxrmizar el rendlmlento totaP '
d KRR ) N
11 Para reunir’ dinero ‘un “club ‘de’ servrcros recoge botellas
usadas para. venderlas a una compaﬁla local recrcladora de
v:dno ‘Como el proyecto comenzé hace 80 dras el club ha
recolectado 24 000 libras de vrdno La compama ofrece enla.
actualrdad 1 centavo por libra. Sm embargo debldo a que’
las botellas se acumulan con mayor rapidez ‘de lo que
pueden recuclarse, la compama Pplanea reducir en 1 centavo_
Cada dia ‘el premo que pagara por 100 I|bras de vndno

Suponga que ‘el club puede contmuar 1a recoleccnén de

’boteﬂas al’ mlsmo ritmo y que los costos de transporte
“impiden que la compaﬁla haga mas de un vnaje aCuaI es el
momento mads beneficioso para que el club concluya su
proyecto y entregue Ias botellas? : '

12 Se tenderé un cable desde una central eléctrlca sntuada en
" Gn lado’de un rfo de 1,200 m de ancho hasta una fébrlca en
el otro lado, 1,500 m rio abajo. El costo de tender el cable
bajo el’ agua es US$25 . por metro, mientras que el costo
"“sobre tierra es USSZO por metro c_tual es la ruta mas‘
eéonémrca sbbre la cual tender el ca‘ ‘

13 Una empresa de plastlcas ha recrbrdo un pedldo del
departamento de recreamén de Ia crudad para fabncar 8, 000 '
tablas de plastlco para su programa veramego de natacron
LA empresa posee 10 mé(wmas, cada una de Ias cuales
puede producir 30 tablas por hora E1 costo de puesta en
marcha de las maquinas para produar las tablas es US$20. .
por m‘équma Una vei puesta en marcha las maqumas la
operacron es totalmente automatrzada y puede ser vngllada ’
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por un solo supervssor de produccsén que gana US$4 80 por
hora.

) {Cuintas maquinas deberfan emplearse para
" minimizar el costo de produccién?

a. ¢Cudnto ganard el supervisor durante la jornada de
produccion si “se utiliza el numero 6éptimo de
méquinas? '

b ¢Cuédnto costard poner en marcha el numero 6pttmo
8 de méqumas?

14. Una empresa de transporte alquila su flota para grupos de
personas en no menor de 200. La tanfa es de S/. 8,00 si
viajan 200, y se reduce en 10 céntimos por cada pasajero
adicional. ¢Cudntos pasajeros reportara mayor ingreso para
la empresa? /

15. Sea p el precio de un cierto articulo e y el nimero de ellos
gue se venden a ese precio, donde ~
y =250 - p, para 0 < p < 250. Si la produccién de
y unidades de dicho articulo cuesta. 100 + 10y nuevos soles,
¢A qué precio debe venderse cada articulo para optimizar el
beneficio?

16. Un contratista que estd removiendo tierra de una gran
excavacion, puede conducir sus volquetes por dos
carreteras distintas. Hay . 10 000 m?® de tierra por
remover y cada volquete carga 10 m3. Por una carretera el
costo por cada carga es 1 + 2x? céntimos, y por laotraes 2 +
x? céntimos, siendo x el nimero de volquetes que pasan por
cada ruta. ¢Cudntos volquetes deben pasar por cada ruta
para optimizar costos?

17. Una llantera espera vender 600 000 llantas de cierto

tamafio y calidad durante el préximo afio. Las ventas mes a
mes son las mismas a la compaiiia le cuesta US$15000 en
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-+ pesar- cada ~produccion. -Los: ‘costos 'de: mantenimiento
- basados en el nimero promedso de llantas almacehadas
~ son de USS5 al afio por llanta. . ¢

a) Determme los costos si hay 10 prodpg:cuones durante el

ue»n,, re ve,l, tamaﬁq op}\tlmo, de,llot,ef.

ﬁti(iia'diéptima,

f_;}_g.,,mUna libreria esta tratando de determlnar Ia
o libreria vende

" de pedido para un libro de mucho. éxito. L
8000 copias de libro al afio. El costo por hacer cada nuevo
. _pedido de libros es US$40. El costo de. mantemmren;q esde
Us$2 por libro que se aplica_ al_ndmero maximo de
.mventano durante el penodo entre peduios e_Cuéntas
" ‘f'veces al ano se deben hacer los pedldos? ‘
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